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HU'GNG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duorc thiét ké theo cau tric gdm nhirng phan sau day.
Thuat ngi¥: Diém tén cac dbi twong chinh clda bai hoc.
Kién thire, ki nang: Giup em xac dinh nhirng ndi dung kién thirc, ki nang chinh can
Iinh héi va ren luyén trong bai hoc.
V& dau: Dua ra tinh huéng lam ndy sinh nhu cau hoc tap:; né cé thé la mét bai toan
thic té dai dién, hay Ia mét doan dan nhap. Em khéng can tra |01 ngay céc cau héi hay
yéu cau dwoc dat ra & phan nay, ma se giai quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh hoi
dwoc lwong tri thire va ki nang can thiét.
Muc kién thirc: Sau phan mé dau, bai hoc dwoc chia thanh cac muc theo tirng chi dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc co céu tric sau day:
Hinh thianh kién thitc: Em can tich cwe tham gia vao cac hoat dong (H®) dé chiém
[inh tri thL’rc Cac HP nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va lap luan

dé di toi khung kién thirc ] m®&t cach tw nhién,

Vi du: Em o thé hoc & day phuwong phap, cach lap luan va tinh toan, cach trinh bay
|&1 giai bai toan.

l.qvé_'n tip: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du twong trng, em hay luyén tap
dé cung co kién thire va ren luyén ki nang.

Vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang da dwoc hoc, em gidi quyét cac
bai toan gan v&i thue té, két néi tri thirc véi cac linh vire khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cudc séng.

Em c6 thé bat gdp mot khung chir nhadm hd tro hodc binh luan, ... cho ndi dung twong (g

dwoc dé cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phan co ban & trén, trong mét don vi kién thuc em con cé thé co co hdi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra |0 g mé& rédng hiéu biét cung
Em cé biét?,...
Bal tdp: Em chd déng thwe hién ngoai gior trén |6p, tuy vay, thay/cd sé danh thoi luvong
nhét dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Céc bang tra clru va gidi thich thuat nglr (dwoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra clru
va giai thich mét s6 khai niém, céng thirc dwoc phat bieu trong sach.

Hay bdo qudn, giwr gin sdch gido khoa

dé danh tang cdc em hoc sinh lop sau!




LO'INOI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay cac em la cudn TOAN 11 cGa bd sach “Két ndi tri thirc voi cude séng”.
Pulng nhu tén goi clia bd sach, cac kién thire trinh bay & day chu yéu xuét phat
tlr nhirng tinh hudng ctia cudc séng quanh ta va tré lai giup ta gidi quyét nhirng
van dé cla cudc sbng. Vi thé, khi hoc Toan theo cubn sach nay, cac em sé
cdm nhan dwoc rang, Toan hoc that 1a gan gii.

Poan mé dau cla cac chwong, cac bai hoc thwéng dwa ra nhirng tinh huéng,
nhirng vi du thuc té cho thay sw can thiét phai dwa dén nhirng khai niém toan
hoc méi. Qua do, cac em sé duwoc trau déi nhirng ki nang can thiét cho mot
cdng dan trong théi hién dai, dé 1a kha nang “mé hinh hod”. Khi da dwa van dé
thure tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), chung ta sé phat hién thém nhirng
kién thirc toan hoc méi, dé cung véi nhirng kién thirc da biét gidi quyét bai toan
thye tién dat ra.

Hi vong rang, qua méi bai hoc, méi chuwong sach, qua mdi vong lap tir thye tién
dén tri thirc todn hoc, rdi tir tri thirc toan hoc quay vé thuc tién, TOAN 11 sé
giup cac em trwdng thanh nhanh chong va tré thanh ngudi ban than thiét clia
cac em.

Chuc cac em thanh cdng cung TOAN 17!
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CHUONG |

HAM SO LUONG GIAC '_
VA PHUONG TRINH LUONG GIAC

Chwong nay gioi thiéu khai niém goéc lwong giac, gia tri lwong giac cia goc lwong giac, cac
céng thire luvong giac co ban, ham sé Iwong giac, cach giai phwong trinh lwong giac co ban
va mét sé (rng dung cua lwong giac trong thue tién.

GIA TRI LUONG GIAC

CUA GOC LUONG GIAC
THUATNGU : KIEN THU'C, KINANG
« Goc lwong giac « Nhan biét cac khai niém co ban vé goc lvong giac.
-« S do clia goc lwong giac | « Nhan biét khai niém gia trj lwong giac ctia mét goc lwong giac.
* Buwdng tron Iwgng giac « M6 ta bang gia tri lwong gidc cia mot sé géc lwong giac
. Gia trj lwong gidc cia géc :  thwong gép; hé thire co ban gilra cac gia tri lwong gidc cua
lwong giac mét géc lwong giac; quan hé gilra cac gia tri lwong giac cia

cac goc lweng giac ¢o lién quan dac biét: bu nhau, phu nhau,
. d6i nhau, hon kém nhau 7.

i « Srdung may tinh cAm tay dé tinh gia tri lwong giac clia mét
:  g6c lwgng giac khi biét s6 do cia goc do.

i+ Giai quyét mot s6 van dé thuce tién gén véi gia tri lwong giac
. cua goéc lwong giac.

Hé thwre co ban gilra cac
gia tri lwgng giac :

Tram vii tru Quéc té 1SS (tén tiéng Anh: International Space
Station) nam trong quy dao trdén cach bé mat Trai Dat khoang
400 km (H.1.1). Néu tram mat dat theo déi dwoc tram vii tru
ISS khi né nam trong géc 45° & tam cla quy dao tron nay
phia trén ang-ten theo déi, thi tram vi tru ISS @4 di chuyén
dwoc bao nhiéu kildmét trong khi né dang dwoc tram mat
dat theo d6i? Gia s rang ban kinh cla Trai Dat Ia 6 400 km.
Lam tron két qua dén hang don vi.




1. GOCLUONG GIAC

a) Khai niém géc lvong gidc va s do cua goc luong giac
) uo1. Nhan biét khai niém géc lwong giac
Trén déng ho & Hinh 1.2, kim phut dang chi dung s6 2.

a) Phai quay kim phut may phan clia mét vong tron theo chiéu
quay nguoc chiéu kim ddng hd dé né chi dung sé 12?

b) Phai quay kim phut may phan ctia mét vong tron theo chiéu 12 gi& 10 phat
quay cia kim ddng hé dé né chi dung sé 12? Hinh 1.2

c) Cé bao nhiéu cach quay kim phut theo mét chiéu xac dinh dé
kim pht tlr vi tri chi dung s6 2 veé vi tri chi ding sé 12?

Trong mat phang, cho hai tia Ou, Ov. Xet tia Om cung nam trong mat phang nay. Néu tia
Om quay quanh diem O, theo mot chieu nhat dinh tr Ou dén Oy, thi ta néi né quét mét
goc lwong giac voi tia dau Qu, tia cudi Ov va ki hiéu la (Ou,0v).

Géc Iwong giac (Ou, Ov) chi duoc xéac dinh khi ta biét dwoc chuyén déng quay cla tia Om tir
tia dau Ou dén tia cudi Ov (H.1.3). Ta quy wéc: Chiéu quay nguwoc véi chiéu quay clia kim
dong ho la chiéu duong, chieéu quay cung chiéu kim déng ho 1a chiéu am.

U

Hinh 1.3

Khi @6, néu tia Om quay theo chiéu dwong dang mot vong ta néi tia Om quay géc 360°,
quay dung 2 vong ta néi nd quay goc 720°; quay theo chiéu am nira vong ta néi né quay goc
—-180°, quay theo chiéu am 1,5 vong ta néi né quay goc —1,5-360° =-540°, ...

Khi tia Om quay goc o° thi ta néi goc lvong giac ma tia dd quét nén cé sé do «°. Sé do cla
goc lwong giac cd tia dau Ou, tia cubi Ov dwoc ki hiéu la sd (Ou,Ov).

m

NP V.
Y- M- 0 m
O u, v 0 uv Vv R )~ U v U‘ u

s s
sd (Ou,Ov) = 360° sd (Ou,0v) = 720° sd (Ou,0v) =-180°  sd (Ou,0v) = -540°

[Mﬁi géc lwong giac géc O duwoc xac dinh béi tia dau Ou, tia cudi Ov va sb do clia nd. ]

Cha v. Cho hai tia Ou,Ov thi c6 vé sé goc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov. Méi goc luong
giac nhu thé déu ki hiéu la (Ou,0v). S6 do cla cac goc lwong giac nay sai khac nhau mét

bdi nguyén cua 360°.



) Vidu1. Cho géc hinh hoc uOv cé sé do 60° (H.1.4). Xac dinh
s6 do cua céc goc lwong giac (Ou,0v) va (Ov,Ou).

Giai

Ta cé:

— Cac gbc lvong giac tia dau Ou, tia cudi Ov co sb do 1a
sd(Ou,0v)=60° + k360° (k = Z).

— Cac goc lvong giac tia dau Ov, tia cudi Ou cb sé do la Hinh 1.4
sd (Ov,0u) = -60° + k360° (k < Z).

» Luyén tip 1. Cho goc hinh hoc uOv = 45°, Xac dinh sb do cua géc lvong giac (Ou,0v) trong
moi trweong hop sau:
v L'

9 u (@) u
a) b)

b) Hé thirc Chasles
) #92. Nhan biét hé thirc Chasles

Cho ba tia Ou, Ov, Ow véi sé do cha cac goéc hinh hoc uOv

va vOw lan lwot |a 30° va 45°.

a) Xac dinh sé do cla ba goéc lwong giac (Ou,0v), (Ov,0w)
va (Ou,Ow) dwoc chira & Hinh 1.5.

b) Véi cac géc lwong gidc & cau a, chirng té rang cé mot sé
nguyén k dé sd (Ou,Ov ) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow) + k360°. Hinh 1.5

Hé thire Chasles: Vi ba tia Ou, Ov, Ow bat ki, ta cé
sd (Ou,0v ) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,0w) + k360° (k < Z).

Nhan xét. T hé thire Chasles, ta suy ra; Hé thirc ndy trong tw

V&i ba tia tuy y Ox, Ou, Ov, ta ¢o cong thirc
AB=0B-0A.

sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) - sd (Ox, Ou) + k360° (k € Z).

Hé thirc nay déng vai trd quan trong trong viéc tinh toan sé do
cua goc lwong giac.

) Vidu2. Cho mét géc lwong giac (Ox, Ou) cé sbé do —270° va mét

géc lwong giac (Ox, Ov) cd sb do 135°. Tinh s6 do cla cac goc
lwvong giac (Ou, Ov).



Giai
S6 do cua cac goc lwong giac tia dau Ou, tia cudi Ov 1a
sd (Ou, Ov) = sd (Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360°
=135° - (-270°) + k360° = 405° + k360°
= 45° +(k +1)360° =45° + m360° im=k+1, me 7).

Vay cac goc lwong giac (Ou, Ov) c6 so do la 45° + m360° (me Z).

) Luyén tip 2. Cho mét goc lwong giac (Ox, Ou) cb sb do 240° va mét goc lwong giac (Ox, OV)
cd s6 do —270°. Tinh s6 do cla céc goéc lwong giac (Ou, Ov).

2.DON VI PO GOC VA DO DAI CUNG TRON

a) Pon vi do géc va cung tron
Pon vi dé: Dé do gbc, ta dung don vi d6. Ta da biét: Goc 1° bang % gdc bet.

Bon vi 6 duoc chia thanh nhirng don vi nhé hon: 1° =601 = 60",

Béi voi cac goc lwong giac, khi ma sé vong quay trong chuyén déng twong trng tir tia dau
dén tia cudi & kha Ion thi s6 do clia ching tinh bang dd sé tré nén cong kenh. Do d6, trong
khoa hoc va ki thuat, bén canh viéc do bang d6, ngwéi ta con stir dung don vi do géc bang
radian.

Pon vi radian: Cho dudng tron (O) tam O, ban kinh R va mét cung AB trén (O) (H.1.6).

i - . . R
Ta noi cung tron AB ¢6 s do bang 1 radian neu d dai B
cua no6 dung bang ban kinh R.
Khi d6 ta cling néi rang goc AOB c6 sb do bang 1 radian

va viét AOB =1 rad.

! 3
A

»

Quan hé gilra 6 va radian: Do duong tron co 4o dai la 2R
nén né cé sb do 2x rad. Mat khac, dwdng tron cé sé do bang

36‘0{i nén ta Cé 360’0 = 27‘: I'ad. Hinh 1 6

Do do ta viét:
*=""rad va 1 md—[@]n
180 T '

Chu v. Khi viét sé do clia mét goc theo don vi radian, ngudi ta thwdng khéng viét chir rad

sau s6 do. Chang han géc g dwoc hiéu la géc % rad.



) Vvidu3

a) Déi tir dd sang radian cac sé do sau: 45°; 150°.

b) Déi tir radian sang dd cac sb do sau: 5 57“

Giai
a) Ta co:

m
45° =45. =~ _T.
180 4’

5n
150° =150 - —— = 2T
180 6
b) Ta co:

180 \°
§=§(T) =60°; arad=n,~(

5t 5t (180
—— = 225°,
(=)

T

) luyéntip 3
a) Déi tir 6 sang radian cac sé do sau: 360°; — 450°;

b) Déi tlr radian sang dé cac sb do sau: 3r; — %

Cha v. Du6i day la bang twong (rng gitra s6 do bang dd va sé do bang radian cua cac géc
dac biét trong pham vi tir 0° dén 180°.

S6 do do 0° 30° 45° 60° 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
S6 do g | | 2ehnE gish khadlrainil-== | 2= | =
radian 6 4 3 2 ) - 6

b) D6 dai cung tron

J Moz, Xay dwng cdng thirc tinh dd dai cua cung tron
Cho duéng tron ban kinh R.
a) Dé dai chia cung tron ¢6 sé do bang 1 rad la bao nhiéu?
b) Tinh dé dai / clia cung trén ¢c6 s6 do o rad.

[Mr‘:}t cung cta dudng tron ban kinh R va c6 sb do o. rad thi c6 dd dai/ = Ra,]

Vidu4. Cho duwéng tron ban kinh 2 cm. Tinh dd dai cung tron ¢6 sé do == cla duwdng tron do.
) Vidua. Cho duwong tron ban kinh 2 Tinh @6 dai on ¢6 s6 d 23“ d g d

Giai
Do daicuacungtrondéla: / =Ra=2- % = % (cm).

) Vin dung 1. Gidi bai toan & tinh hubng mé dau.



3.GIATRILUONG GIAC CUAGOC LUONG GIAC

a) Budng tron lwong gidc
) uo4a. Nhan biét khai niem dwdng tron lwong giac

Trong méat phang toa @6 Oxy, vé duo*ng tron tdm O ban kinh R = 1. Chon diém gbc cla
dwong tron la giao diém A(1; 0) cua du'crng tron voi truc Ox. Ta quy wédc chiéu du’crng cua

duong tron la chiéu nguoc chiéu quay cta kim ddng hoé va chiéu am Ia chiéu quay cua kim
déng hé.

a) Xac dinh diém M trén dudng tron sao cho sd (OA, OM) = %’T

A
b) Xac dinh diém N trén dwdng tron sao cho sd (OA, ON) = ?ﬂ. ! B
( 3 M{_ _ ____J] K
« Puwong tron lrong giac |a dwdng trdon cd tam tai goc : \f:\
toa d6, ban kinh bang 1, dwoc dinh hwéng va lay diém A,I IH = =
A(1; 0) lam diém goc cua duwong tron.
« Diém trén dwong tron lwong giac biéu dién goc lwong
giac co6 sb do o (46 ho&c radian) la diém M trén duwong
tron lwong giac sao cho sd (OA, OM) = a. B’
. : Hinh 1.7

) Vi du 5. Xac dinh cac diém M va N trén dwong tron lwong giac lan Iwot biéu dién cac goc

lwong gidc cé sé do bang i va —150°.

Giai
Piém M trén dwdng tron lvong gidc bidu didn goc luvong giac cé sé do bing 137 duoc

xac dinh trong Hinh 1.8. ¢

Diém N trén dwong tron lvong giac biéu dién goc lwong giac co sbé do bang —150° duwoc
xac dinh trong Hinh 1.8.

Hinh 1.8

) Luyén tdp 4. Xac dinh cac diém M va N trén dwdng tron luvong giac 1an Iwot biéu dién cac goc
lwong giac cé sé do bang —1%“ va 420°.

10



b) Cac gia tri lwong gidc cia goc lwong gidc

) w05, Nhac lai khai niém céac gia tri lwong giac sin a,
cos a, tan a, cot @ cua géc o (0° <o <180°) da hoc
¢ 16p 10 (H.1.9a).

BI’
Hinh 1.9a Hinh 1.9b

Ta cé thé mé réng khai niém gia tri lwong giac cho cac goc lwong giac cé sé do tuy y nhu sau:
Gia si M(x; y) la diém trén dwong tron lwong giac, biéu dién géc lwong giac co sb do o
(H.1.9b).

r T

L]

Hoanh dé x cda diém M dwoc goi la cosin cha «, ki hiéu la cosa.
cosa = X.

Tung d6 y cua diém M dwoc goi la sin cla o, ki hiéu 1a sinc.

L]

sina =Y.
. _z Sina / . .
+ Néucosa=0,tisbd dwoc goi la tang cta o, ki hiéu la tanc.
cosa
sina
tano = = (x #0).
coso X
£ . . _z COSQ Fee _ N = S %
* Néusina#0,tisé— dwoc goi la cotang cua o, ki hiéu la cota.
sina
cosa X
coto=——== (y #0).
sina y

Cac gia tri cosa, sina, tana, cota dwoc goi la cac gia tri lwong giac cua o.

Chuy
a) Ta con goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc cosin.
b) Tt dinh nghia ta suy ra:
« sina, cosa xac dinh véi moi gia tri cua o va ta co:
-1<sina <t  -1<cosa <t sin(a+k2r)=sina; cos(a+k2r)=cosa (ke Z).

+ tana xac dinh khi o # g +kn (k € 7).

+ cota xac dinh khi o # kn (k € 7).

1



- DAu cla céac gia tri lwong giac ctiia mét gée lwong giac phu thude vao vi tri diém biéu dién
M trén dudng tron lwong giac (H.1.10).

Géc
Giatr ~-Phantw I 1 IV
Iu’o’ngi giac
Cos o + - - +
sin + + — -
tan a + — + —
cot a B - I -

) Vidué. Cho géc lwong giac co sé do bang —g.

A
B

»

O

X

|

:
2¢-----{x

B’
Hinh 1.10

a) Xac dinh diém M trén duéng tron lwong giac biéu dién goc lwong giac da cho.

b) Tinh cac gia tri lwong giac cua goc lwveng giac da cho.

Giai

|
e

|

a) Didm Mtrén dudng tron lwong giac bidu didn goc lvong gidc cé sé do 1a —— dwoc xac dinh
trong Hinh 1.11.

b) Ta co:

II

A

:
N g ¥

. n
. Ssin [—
3) n 3 1 /=i JA X
tan[—E)z—.—=— 3; mt(——]: = —. 3
3 i 3 [ :n:} NE)
- cos| —— sin| —
) -
) Luyén tip 5. Cho géc lwong giac cé sé do bang %ﬁ Hinh 1.11
a) Xac dinh diém M trén dwdng tron lwrong giac biéu dién goc lwong giac da cho.
b) Tinh cac gia tri lwong giac cua goc luvong giac da cho.
c) Gia trilvong gidc cua cic goc dic biét
0 L L = L
Goéc a 6 4 3 2
0° 30° 45° 60° 90°
sina 0 it é ﬁ 1
2 2 v
cCoSs o 1 ﬁ é 1 0
2 2 2
tan 0 1 1 J3 Khéng xac dinh
o —
5 gx !
1
t Khé ac dinh 1 —= 0
cota 6ng xac din 3 NG

12




d) S&r dung may tinh cam tay dé déi so do goc va tim gia tri lwong gidc cla géc

C6 thé dung may tinh cam tay dé tinh gia tri lwong giac ctia goc lwong giac va déi sé do do
cua cung tron ra radian va nguoc lai.

) Vi du 7. St dung may tinh cam tay dé tinh: sin
chir sé thap phan thir tw).

[— 94“]; tan63°52'41" (1am tron két qua dén

Giai
Tinh Bam phim Man hinh hién| Két qua
w L) SOEOEEOBORODE _g 07071
4
tan 63°52'41" | (suFT) @oog) (3] (ian) (€] (3] €2+ (5] (2] b2+d (@) (W] (2 BJ (E) | 2.039276645 | 2,0393

) Vidu 8. a) Déi 33°45' sang radian:

b) Dé % (rad) sang db.

Giai
Doi Bam phim Man hinh hién| Két qua
s6 do P ' a
3 3
33°45" | 6 0 (2) (3] (3] (9 (3] (3) () ) (DRGP) (D) &) T 16"~ (rad)
3
2 (rad) | ) @03 (3) (O 3] () (@) ) @F) (DRGP) 2 E) B | 42°58'18.6" | 42°58'19"

) Luyén tip 6. S& dung may tinh cam tay dé:

a) Tinh: GGS-S?TE-; tan(-37°25");

b) D&i 179°23'30" sang radian;

c) Doi % (rad) sang d6.

4.QUAN HE GIU'ACAC GIATRILUONG GIAC

a) Cac cong thirc lwong gidc co ban
) #o6. Nhan biét cac céng thirc lwong giac cor ban

a) Dua vao dinh nghia cla sina. va cosa, hdy tinh sin? o + cos? a.

b) Str dung két qua clia HP6a va dinh nghia clGa tana, hay tinh 1+ tan? «.

13



D0i véi cac gia tri lwong giac, ta cé cac hé thirc co ban sau:

r kL
sin“a +cos®a =1

1+tan® o =

T
ai—+kn,ke§5)
cos? o ( 2

1+ cot? o =

— ({xikn,kEE)
sSin- o

tana-cota =1 [m :ek—;, ke:ﬁ].
\ J

) Vidu9. Tinh cac gia tri lwong giac clia goc a, biét: sina = % va 90° < a < 180°.
Giai

Vi 90° < o <180° nén cosa < 0. Mt khac, tir sin® o + cos® o =1 suy ra

coso =—vJ1-sin®a =—.,f1—i __2%

25 B
3
Do do, tanazsma =9 =—Evé cota = 1 = L =—ﬂ.
cosa. 4 4 tana 3 3
9 4

) Luyén tip 7. Tinh céc gia tri lwong giac cta goc a, biét: cosa = —% van<a< 3?“

b) Gia tri lwong gidc cua cac goc cé lién quan déc biét

) u97. Nhan biét lién hé giira gia tri lwong giac cua cac géc déi nhau
Xét hai diém M, N trén duwong tron lwong giac xac dinh béi hai goc déi nhau (H1.12a).
a) C6 nhan xét gi vé vi tri ctia hai diém M, N dbi v&i hé truc Oxy? Tir d6 rat ra lién hé gitra:
cos(—a) va cosa, sin(—a) va sina.
b) Tir két qué HD7a, rut ra lién hé gilra: tan(—a) va tana; cot(—a) va cota.
Vi ket qua HD7, ta co lién hé gilra cac gia tri lwong giac:
« Géc dbi nhau (o va —a) Va

- “\ M _—
cos(—a)=cosa

/

sin(-a) =-sina

tan(—a)=—-tana 2

cot(—a) = —cot a.
o

X

o/ /. TA X

L.

Hinh 1.12a

14



Tuwong tw HD7, ta cling co lién hé gilra gia tri lwong giac cua cac géc bu nhau, phu nhau va

hon kém =, nhw sau:

« Gécbunhau(ava t—a)

i N

sin(n—a)=sina
cos(m—a)=-cosa

tan(n - a)=-tana

cot(r—a)=—cota.

\ A

» G6c¢ phu nhau (o va %— o)

r 3

sin E—a =Ccosa
2
;)
cos| — — o
3

(7
tan| ——a =cota
2 J

sina

\
4

cot

| #
——m}:tanct.

s
‘. 7

« Géchonkém=z(ava n+a)

i N

sin(n+a)=-sina
cos(m+a)=—-cosa

tan(n+ a)=tana

cot(m + o) = cot o
L A

Ya
N{ oo M
1 T—a 1
! - "
Hinh 1.12b
Ya
—
o
/N2 M
) I
Hinh 1.12¢
M
o
A}x
N =
Hinh 1.12d

Chu v. Nhé céc cong thirc trén, ta cé thé dwa viéc tinh gia tri lwong giac ctia mét géc lwong

giac bat ki vé viéc tinh gia tri lwong giac cla goc a véi 0 < a < g-

P Vidu1o0. Tinh: a) cus(—%}:
Giai. Ta co:
( 111{] 11n (
a) cos| ——— | = 08— = COS
4 4

b) cm(—s?5° )

3n

—+ 27
4

b) cut(—675°) = cot(45° - 2. 360“] - cot45° =1.

D luyéntdp 8. Tinh: a) sin(—ﬁ?ﬁ"’);

15n
tan—.
b) tan 2

) 3n [ 37:]
= C0S— = —CoS8| 1——
4 4

15



) Vin dung 2. Huyét ap cla méi ngudi thay dbi trong ngay. Gia sir huyét ap tam trwong (tirc
la ap lwc mau |én thanh ddng mach khi tim gian ra) cia mét ngudi nao dé & trang thai nghi
ngoi tai théi diém t dwoc cho béi cong thire:

B(t) =80+?5inn—t.
12

trong d6 t la sé gi® tinh tr IGc ndva dém va B(f) tinh bang mmHg (milimét thuy ngéan).
Tim huyét ap tam trwong cla ngwdi nay vao cac thdi diém sau:

a) 6 gio sang; b) 10 gi¢ 30 phut sang; c) 12 gio trwra; d) 8 gio toi.
BAITAP
1.1. Hoan thanh bang sau:
S6 do do 15° ? 0° 900° ? ?
Sé do radian ? HE ? ? _45 .
8 12 8
1.2. Mot dwéng tron ¢6 ban kinh 20 cm. Tim d6 dai cla cac cung trén dwong tron dé co so
do sau:
a) —: b) 1,5: c) 35°: d) 315°.
12
1.3. Trén dwdng tron lrong giac, xac dinh diém biéu dién cac goéc lwong giac ¢6 s do sau:
a) X, o) -1 ) 150°; d) ~225°.
3 4
1.4. Tinh céac gia tri lwong giac clia goc a, biét;
a)cnsa:%vé O{II{%; b)sincr,:%vé E{n{:n;
3n 1 3n
C)tancI:\/gvan{:a{:—; d) cota =- va <o <21
2 J2 2

1.5. Chirng minh céac dang thuc:

cos? o + tan? o—1

sin? o

a) cos® a.—sin* a =2cos®a - 1; b) = tan? a.

1.6. Mot ngudi di xe dap véi van téc khong ddi, biét rang banh xe dap quay dwoc 11 vong
trong 5 giay.
a) Tinh géc (theo d6 va radian) ma banh xe quay dwoc trong 1 giay.

b) Tinh d6 dai quang dwdng ma ngwdi di xe da di dwoc trong 1 phut, biét rang dwdng kinh
cua banh xe dap la 680 mm.

16



CONG THUC LUONG GIAC <<

THUAT NGUY | KIEN THU'C, KINANG
+ Cong thirc cdng : + M6 ta cac phép bién doi lwgng gidc co ban: cong thirc cong;
« Cong thirc nhan doi i cbng thirc géc nhan déi; cong thirc bién doi tich thanh tong

» Cong thirc bién ddi tich thanh téng | ¥ °ONg thure bien doitong thanh tich.

« Cong thire bién ddi tdng thanh tich . Gjai qyyet mot sgtvan‘de'thufc }ien_gan \it_:ri gia tr |I:I-:O’ng giac
: cua goc lwgng giac va cac phep bién doi lwgng giac.

M6t thiét bi tré ki thuat sé 1&p lai tin hiéu dau vao bang cach 1ap lai tin hiéu doé trong
mét khodng th&i gian ¢ dinh sau khi nhan dwoc tin hiéu. Néu mét thiét bi nhw vay nhan
dwoc nét thuan f,(t)=5sint va phat lai dwoc nét thuan f, (t)=5cost thi am két hop
la f(t)=f(t)+f,(t), trong do f |a bién thoi gian. Chirng té rang am két hop viét dwoc
dudi dang f(t)=ksin(t+¢), trc la am két hop la mét séng am hinh sin. Hay xac dinh
bién d& am k va pha ban dau ¢ (- < ¢ < n) ctia sébng am.

1. CONG THU'C CONG
) #o1. Nhan biét céng thire cong

a) Cho a =§ vab= %, hay chirng t6 cos(a — b) =cosacosb +sinasinb.

b) Bang cach viét a+ b =a—(-b) va tir cong thirc & HD1a, hay tinh cos(a + b).

c) Bang céach viét sin(a-b)= ms[g ~(a- b)] = COS H% - a) + b] va str dung cong thirc
vira thiét 1ap & HD1b, hay tinh sin(a- b).

r b

cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
cos(a+b)=cosacosb —sinasinb
sin(a—b)=sinacosb —-cosasinb
sin(a + b) =sinacosb + cosasinb
tana-tanb
1+tanatanb

tana + tanb
1-tanatanb
(gia thiét cac biéu thirc déu cé nghia).

% A

tan(a-b) =

tan(a+ b) =

') Vidu1. Khéng dung may tinh, hay tinh:
T

75°; b) t :
a) cos ) tan 12



Giai
1_6-V2
2 2 4

Vi 3 3
2

a) cos75° = cos(45° + 30“’) = c0s45° cos 30° - sin45° sin30° = 5

|8 |8 2
3 n]_ g By Eo1 (R1) _2-3.

b) tani—tan(——— =
Toé < 4 1+tan;+tan: 1443 31

) Vi du 2. Chirng minh rang sin x + cos x = V2 sin(x + %)

Giai

Tacbd

ﬁsin(;w%] = @[sinxcus%+msx sin%):ﬁ[sinx -%+cosx -g]zsinx+cosx.
DPang thire dwoc chirng minh.

) Luyén tip 1. Chirng minh rang:

a) sinx —cos X =J§sin(x —%j;

b) tam(ﬂ—.:nf}=‘|_tam‘r (X¢E+kn,X#3—ﬂ+kn,kEE}
4 1+tanx 2 4

) Vin dung 1. Giai bai toan trong tinh hudéng mé dau.

2.CONG THU'C NHAN POI
) Ho2. Xay dwng céng thire nhan doi

L4y b = a trong cac céng thirc céng, hay tim cdng thire tinh: sin2a; cos2a; tan2a.

r N
sin2a=2sinacosa

cos2a=cos’a-sin‘a=2cos’a-1=1-2sin’a
2tana

1-tana
. &

tan2a =

) Vidu3. Cho cosa= -% [%{ a< nJ. Tinh sin2a.

Giai
- 1 _ [ 1_[8_242
Vi —<a<nnénsina>0. Do d sina=v1-cos’a = 1—(——) = 1——=J:=—.
2 -3 9 9 3
Vaysin2a=25inacnsa=2-¥-[—%]=—%
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E Coéng thirc ha bac:
) Luyén tip 2. Khdong dung may tinh, tinh cos 8

2 1+ cos2a

cos“"g§=——
2

. 2 1-cos2a

sin“ 8 = ———,
2

3.CONG THU'C BIEN DOI TICH THANH TONG

) w0z, Xay dwng cong thirc bién déi tich thanh téng

a) Tlr cac cong thirc cong cos(a + b) va cos(a—b), hady tim: cosacos b; sinasinb.

b) Tr cac cong thirc cong sin(a + b) va sin(a - b), hay tim: sinacosb.

-

.

cosacosb = %[CDS(E ~b)+cos(a+b)]
: : 1
sinasinb = E[cus(a —b)-cos(a+b)]

1
i b=—=|sin(a-b i b) |.
sinacos 2[5”1(3 )+ sin(a + )]

'

) Vidua. Tinh gia tri cGa cac biéu thirc:

A= GﬂSﬁCDSE; B = cos75° sin15°.
12 12
Giai
Ta co:

ﬁ—EGSEGUS?—n—l CDS[E—E]+EGS
12 12 2 12 12

_ 1[::05(-%} +cusn:] - %{ﬁ —1] _V8-2

2
B =sin15°- cos 75° = %[sinﬁ 50 — 75°) + sin(15° + 75° )]

= 1[s;in(—ﬁi?lnh sin90“] -1 —£+‘I L ‘E
2 2 2 -
) Luyén tdp 3. Khéng dung may tinh, tinh gié tri cGa cac biéu thirc:

A =cos75° cos15°; B-= sinﬁwsﬁ.
12 12
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4.CONG THU'C BIEN POI TONG THANH TiCH
) woa. Xay dwng cong thire bién dbi téng thanh tich

Trong cac cong thirc bién dbi tich thanh tdng & Muc 3, dat u=a—-b, v =a+ b va viét cac
cong thirc nhan dwoc.

u+v u-v
COSU + COSV = 2C0S cos

2

L U+v . u—-v
COSU — COSV = -2sin 5 sin 5

. . . U+v u-—v
sinu + sinv = ZsmTcnsT

+v . u-v
sin
2

| .

. . u
sinu — sinv = 2cos

) Vi du 5. Khéng dung may tinh, tinh gia tri clia biéu thirc A = sin~ _ sin in + sin E

Giai

A= (5in£+ sin?—ﬂ)—sin dn = ZsinﬁmtmE —sin4—ﬂ= sin 4n - s;ir*uE = ().
9 9 9 9 | 9 9

) tuyén tip 4. Khdéng dung may tinh, tinh gia tri cta biéu thirc
T 5n 1n
B =cos— + C0S— + COS —.
9 9 9
) Vin dung 2. Khi nhan mét phim trén dién thoai cdm (rng, ban phim sé tao ra hai am thuan,
két hop vé&i nhau dé tao ra 4m thanh nhan dang duy nhat phim. Hinh 1.13 cho thay tan
so thap f, va tan sb cao f, lién quan dén méi phim. Nnan mét phim sé tao ra song am
y = sin(2nfit) + sin(2nf,t), & 4o t la bién thoi gian (tinh bang giay).

a) Tim ham sé mé hinh hoa am thanh dwoc tao ra khi nhan phim 4.

b) Bién dbi cong thirc vira tim dwoc & cau a vé dang tich cla mét ham sé sin va mét ham

sO cosin.
Tan s6 cao
1209 Hz 1336 Hz 1477 Hz

| | }
697 Hz — | 1 2 3

770 Hz —
Tan sb . 4 5 6
thdp 852 Hz — [7 8 9
941 Hz —» [+ 0 m

Hinh 1.13



BAITAP

1.7. Str dung 15° = 45° - 30°, hay tinh céc gia tri lwong giac cla goéc 15°.
1.8. Tinh:

AR 1 LT
a) cns(a+E],blet sina=— va E{a“;

J3
s . 1 & 3n
b)tanja—— |, biéetcosa=-—va n<a<—.
4 3 2
1.9. Tinh sin2a, cos2a, tan2a, biét:
. 1 .= .
a)smazgvag«::a{:n; b) sina+cosa=

1.10. Tinh gia tri cGia cac biéu thirc sau:

sin T coS T + sin T CcOS T . = ki n
a) A= 152 10 12? 15; b) B = sin — c0S — COS — COS —.
COS 11"rr:::}sg—5..in1;:5inﬂ: 32 32 16 8

1.11. Chirng minh dang thirc sau:

sin(a+ b)sin(a—b)=sina-sin° b =cos’ b - cos’ a.
1.12. Cho tam giac ABC c6 B=75° C =45°vaa=BC =12 cm.

a) Str dung cong thirec S = %ab sinC va dinh li sin, hay chirng minh dién tich caa tam giac

ABC cho bé&i cong thirc
B a’sinBsinC
~ 2sinA

b) Str dung két qua & cau a va céng thirc bién déi tich thanh téng, hay tinh dién tich S cda
tam giac ABC.

1.13. Trong Vat li, phwong trinh téng quat clia mét vat dao déng diéu hoa cho bdi céng thirc
x(t) = Acos(wt + @), trong d6 t la thoi diém (tinh bang giay), x(f) 1a li d6 cta vat tai thoi

diém t, A la bién dd dao dong (A > 0) va ¢ € [-m;n] 1a pha ban dau cia dao déng.
Xét hai dao dong diéu hoa c6 phwong trinh:

x.,{t)=2cns(%t+%) (cm),
X,(t) = 2(:05[%1‘— %J (cm).

Tim dao déng téng hop x(t) = x;(t) + X,(t) va st dung cong thirc bién ddi tdng thanh tich
dé tim bién dd va pha ban dau clia dao déng téng hop nay.
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HAM SO LUONG GIAC <<

THUATNGU  : KIEN THUC, KINANG

« Ham s lwong gidc i + Nhan biét cac khai niém vé& ham sé chdn, ham sé 18, ham s6 tudn hoan.
« Ham sb chan : « Nhan biét cac dac trieng hinh hoc cla dd thi ham sé chdn, ham sé I8,
« Ham sé 16 :  ham s6 tudn hoan.

« Ham sé tudn hoan : * Nhan biét cac ham sé lwong gidc y =sinx, y =cosx, y =tanx,
iy =cotx théng qua dwdng tron lwong giac. M6 ta bang gia tri ctia bén
:  ham s6 lwong gidc d6 trén mét chu ki.

. + V& d0 thi cia cac ham s6 y =sinx, y = cosx, y =tanx, y = cotx.

« Giai tnlchtapxacdmh tapglatn.tmh chatchan, 1é; tlnhtuan hoan; chu ki;
khoang ddong bién, nghich bién ctia cac ham sb y =sinx, y =cosXx,
y =tanx, y = cot x dwa vao db thi.

+ Giai quyét mdt s van dé thic tién gan véi ham sb lwong giac.

- Db thi cia ham s6
lwgng giac :

Gia st van téc v (tinh bang Iltfglay) cua Iuong khi trong moét chu ki hé hap (ttre 12 thoi gian twr
IGc bat dau ciia mdt nhip thé dén khi bat dau cua nhip thé tiép theo) ciia mét ngudi nao doé
o trang thai nghi ngoi dwoc cho boi cong thire

. nt
=0,85sin—,
v sin 3

trong d6 t1a thdi gian (tinh bang gidy). Hay tim théi gian clia mét chu ki hé hap day da va sé
chu ki hé hép trong mét phut cia nguoi dé.

1. DINH NGHIAHAM SO LUONG GIAC

} Mb1. Hoan thanh bang sau:

X sin x COs X tan x cot x
X 2 2 2 2
6
0 ? ? ? ?
I 2 2 2 2
2
Vé&i mbi sb thue x, ta xac dinh dwoc duy nhat mét diém M gty

trén dwéng tron lwong giac sao cho sbé do cua géc luwong
giac (OA,OM) bang x. Do do, ta luén xac dinh dwoc cac gia
tri lwong giac sin x va cos x cda x lan lwot la tung dé va hoanh
sin x
COS X

d6 cla diém M. Néu cos x = 0, ta dinh nghia tan x = va A

COS X
sinx

néu sinx = 0, ta dinh nghia cot x =




Twr day, ta c6 dinh nghia sau vé cac ham sé lwong giac.

« Quy tac dat twong (rng méi s6 thue x voi s6 thue sinx dwoe goi 1a ham sé sin, ki hiéu
la y = sinx.

Tap xac dinh ctia ham sé sin 1a R.
« Quy tac dat twong ng mbi sb thuc x véi s thuc cosx duoc goi la ham sé cosin,

ki hiéu la y = cosx.

Tap xac dinh ctia ham sé césin la R.
sin x
COS X

« Ham so6 cho bang céng thirc y = dwoc goi la ham sé tang, ki hiéu 1a y = tanx.

Tap xac dinh ctia ham sé tang la R \ {’—;Jr kn|k e Z}.

. Ham s cho bang cong thire y = =X dwoc goi 1a ham sbé cotang, ki hidu Ia y = cotx.
SN X
Tap xac dinh cta ham s6 cotang la R\ {kr | k e Z}.

) Vidu1. Tim tap x&c dinh ctia ham sb y =
Giai

COSX

Biéu thirc

co nghia khi cos x # 0, tirc la x # 2 v kn (keZ).
COS X 2

Vay tap xac dinh ctia ham sb da cho 13 R\{%+kn| kez}.

) Luyén tip 1. Tim tap xac dinh clia ham sé y =

sinx
2.HAM SO CHAN, HAM SO LE, HAM SO TUAN HOAN
a) Ham so chan, ham sd Ié
) HB2. Cho hai ham sé f(x) = x* va g(x) = x>, v&i cac d thi nhu hinh dwéi day.

A A

N S

y
4
3
2

1 >

-2 -1 0 y FEmE AT

Pé thj ham sb y = f(x) = x2 D6 thi ham sé y = g(x) = x°



a) Tim cac tap xac dinh D,, D, clia cac ham sé f(x) va g(x).

b) Chirng t6 rang f(-x) = f(x),Vx € D;. C6 nhan xét gi vé tinh @i xirng clia d6 thi ham sé
y = f(x) @bi v&i hé truc toa @6 Oxy?

c) Chirng té rang g (-x)=-g(x),vx e D,.C6 nhan xét gi vé tinh dbi xtrng cuia dé thi ham sé
y = g(x) dbi v&i hé truc toa dd Oxy?

Cho ham s6 y = f(x) c6 tap xac dinh Ia D.

« Ham sé f(x) dwoc goi la ham sé chdn néu vx e D thi —x D va f(-x) = f(x).
Pé thi ciia mét ham sé chan nhan truc tung l1a truc dbi xirng.

« Ham sé f(x) dwoc goi la ham s6 1é néu Vx e D thi —x € D va f(-x) = —f(x).

Pé thi ciia moét ham sé 1é nhan gbc toa do la tam ddi xirng. |

Nhan xét. Bé vé d6 thi clia mét ham s6 chan (twong (rng, &), ta chi can vé phan do thi
cla ham sb nam & bén phai truc tung, sau d6 lay déi xirng phan dé thi da vé qua truc tung
(twong (rng, qua gbc toa dd), ta sé& duoc dd thi clia ham sé da cho.

) Vidu 2. Xét tinh chan, 1& cia ham so f(x) = x sin x.
Giai
Tap xac dinh claham sé 1a D=R.
Do d6, néu x thudc tap xac dinh D thi —x cling thudc tap xac dinh D.

Ta cé: f(—x)=(—x)sin(—x) = xsinx =f(x), vxeD.
Vay f(x) = xsin x la ham sé chan.
) Luyén tip 2. Xét tinh chan, 1é clia ham s6 g(x) = %

b) Ham s tuan hoan
2 HB3. So sanh:

a) sin(x + 2r) va sinx; b) cos(x + 2r) va cos x;
c) tan(x + ) va tan x; d) cot(x + m) va cot x.
If" ™

Ham sé y = f(x) c6 tap xac dinh D dwoc goi 1a ham sé tuan hoan néu tén tai s6 T =0
sao cho véi moi x D ta cé:

) x+TeDva x-TeD,

i) f(x + T) = f(x).

S6 T dwong nhé nhat thod mén cac diéu kién trén (néu cé) duoc goi la chu ki cla
khé‘lm s0 tuan hoan dé.

-

MM
g Ham sb hang f(x) = ¢ (¢ la hang sb) c6 phai Ia ham sbé tuan hoan khéng? Néu ham sé
tuan hoan thi né ¢é chu ki khéng?
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Nhan xét

a) Cac ham sé y = sinx va y = cosx tuan hoan véi chu ki 2x. Cacham sé y =
tuan hoan véi chu ki n

tanx va y = cotx

b) Dé vé db thi cia mot ham sé tuén hoan v6i chu ki T, ta chi can vé d6 thi clia ham so6 nay
trén doan [a; a + T ], sau d6 dich chuyén song song v&i truc hoanh phan dé thi da vé sang
phai va sang trai cac doan co6 4o dai lan lwot 1a T, 2T, 3T, ... ta dwoc toan bd @b thi cua
ham so.

) Vi du 3. Xét tinh tuan hoan clia ham sé y = sin2x.

Giai

Ham sé cd tap xac dinh la R va véi moi sé thuc x, ta co:

x-nelk, x+nek,
sin2(x + n)=sin(2x + 2n) = sin2x.

Vay y = sin2x la ham sé tuan hoan.

Chua y. Téng quat, ngwdi ta chirng minh dwoc cac ham sé y = Asinox va y = Acos ox
2

ol
) Luyén tdp 3. Xét tinh tuan hoan cla ham so y = tan2x.

(@ # 0) la nhirng ham s6 tuan hoan véichu ki T =

3. D0 THI VA TiNH CHAT CUA HAM S0 y = sin x
) Ho4. Cho ham sé y = sinx.

a) Xét tinh chan, |& ctia ham sé.

b) Hoan thanh bang gié tri sau ctia ham s6é y= sin x trén doan [-x; xr] bang cach tinh g|a tri
clia sinx v&i nhirng x khéng am, sau d6 s dung két qua cau a dé suy ra gia tri twong trng
cua sinx v&i nhirng x am.

. x| 3" IS SR 0 L L 3n -
4 2 4 4 2 q
y = sinx ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Bang céach lay nhiéu diém M(x; sinx) v&i x e[-x; n] va ndi lai ta dwoc dd thi ham sé
y = sinx trén doan [, =)].

c) Bang cach lam twong tw cau b cho cac doan khac c6 d6 dai bang chu ki T =2z, ta dwoc
dé thi ctia ham sé y = sin x nhw hinh dudi day.

Hinh 1.14
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Tir d6 thi & Hinh 1.14, hay cho biét tp gia tri, cac khoang dbng bién, cac khoang nghich bién
cia ham sé y =sin x.

r ™

Ham sé y =sin x:
+ Cotapxacdinhla R vatap giatrla[-1; 1];
« Laham sé |é va tuan hoan véi chu ki 2x;

. Péng bién trén m&i khodng [_E s kom T o ;{ZEJ va nghich bién trén mi khoang

{L kom 3—”+k2nj,k e Z:
> >

« Cé dd thi déi x(rng qua gbc toa dd va goi la mét dwdng hinh sin.

% F

) Vidu 4. Sir dung dé thi & Hinh 1.14, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan [_E; ﬂ] dé
ham sb y = sin x: 2 2
a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia tri dwong.
Giai
a) Tl do thi ta suy ra trén doan [—%; %], y=0khix=0;x ==
b) Ham s6 nhan gia tri dwong (Png v&i phan dé thi nam trén truc hoanh. Tir d6 thi ta suy ra
trén doan [—%; i] thi y > 0 khi x € (0;x).
) Luyén tip 4. Tim tap gia tri cia ham sé y = 2sinx.
) Vin dung 1. Xét tinh huéng mé dau.
a) Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
b) Biét rang qua trinh hit vao xay ra khi v > 0 va qua trinh thé ra xay ra khi v < 0.
Trong khodng théi gian tir 0 dén 5 gidy, khoang thdi diém nao thi ngudi do hit vao? ngudi
doé thé ra?

4.90 THIVATINH CHAT CUAHAM SO y=cos x

) #o5. Cho ham sé y = cos x.
a) Xét tinh chan, lé ctia ham so.

b) Hoan thanh bang gia tri sau clia ham s y = cos x trén doan [-=; ] pﬁng cach tinh gia tri
cua cos x voi nhirng x khdng am, sau dé sir dung két qua cau a de suy ra gia tri twong
(Png cua cos x véi nhirng x am.

. | 3| _r | _® 0 n L 3n .
4 2 4 4 2 4
y = COSX ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Bang cach lay nhiéu diém M(x; cosx) voi x e [-m; nt] va ndi lai ta dwoc db thi ham sé
y = cos x trén doan [-=; =).



c) Bang cach lam twong tu cau b cho cac doan khac cé dé dai bang chu ki T =27, ta dwoc
d6 thi ctia ham sb y = cos x nhu hinh dwéi day.
¥ = COSX

e ey

I e e e e e e . I e e o e = = = = =

Hinh 1.15

T d6 thi & Hinh 1.15, hay cho biét tap gia tri, cac khoang déng bién, cac khoang nghich bién
cla ham sb y = cos x.

s 3

Ham sb y = cos x:
« Cotap xac dinh la R va tap gia trila [-1; 1];
« La ham sb6 chan va tuan hoan véi chu ki 27

« Dong bién trén mdi khodng (—n + k2m; k2r) va nghich bién trén mdi khodng
(k2mm+ k2n), k € Z;

« C6 db thi la mét dweng hinh sin déi x(rng qua truc tung.

e -

) Vidu5. S&r dung dé thi & Hinh 1.15, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan [—%m; g] dé
ham sO y =cos x:

a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia tri am.
Giai
a) Tir 4 thi ta suy ra trén doan | — 57 % | y=Okhix=->% x=-% x=Z.
z 2 2 2 &
b) Ham sé nhan gia tri &m wng vé&i phan doé thi nam duéi truc hoanh. Tur d6 thi ta suy ra trén
3n ® . . 3= =
doan | ——; = |, thi 0 Kkhi ——— .
'[22] & "‘E(z 2)

) Luyén tip 5. Tim tap gia tri cla ham s6 y = -3cos x.

) Vin dung 2. Trong Vat li, ta biét rang phuong trinh tdng quat cia mét vat dao déng diéu hoa
cho béi cdng thirc x(t) = Acos(wt + ¢), trong d6 t1a thei diém (tinh bang gidy), x(f) 1a li d6 caa
vat tai thoi diém ¢, A 1a bién dé dao dong (A > 0), of + ¢ 1a pha clia dao déng tai thoi diém ¢
va ¢ € [-m ] 1a pha ban dau ciia dao déng. Dao dong diéu hoa nay co chuki T = i (tre 12
khodng théi gian dé vat thuc hién mét dao dong toan phan). v
Gia sir mét vat dao déng diéu hoa theo phwong trinh x(t) = -5cos4nt (cm).

a) Hay xac dinh bién @6 va pha ban dau cla dao dong.

b) Tinh pha cGia dao déng tai thoi diém t = 2 (gidy). Héi trong khoang thoi gian 2 giay,
vat thuc hién dwoc bao nhiéu dao déng toan phan?
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5.0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM SO y=tan x

) H06. Cho ham sb y =tan x.

a) Xét tinh chan, 18 cGa ham sé.

b) Hoan thanh bang gia tri sau clia ham s6 y = tan x trén khoang [—g; g]
_% _5 2 0 - L 5
X 3 4 6 6 4 3
y =tanx ? ? ? ? ? ? ?

B&ng céch lay nhiéu diém M(x: tanx) véi x e [—g; g) va néi lai, ta dwoc @ thi ciia ham
s6 y = tanx trén khoang [-g; %]

¢) Bang cach lam twong tu céu b cho cac khodng khac c6 dd dai bang chu ki T = &, ta dwoc
dé thi cia ham s6 y = tan x nhu hinh dwéi day.

v 4

=
Lo
-
-4

|
(o
=1

|
3

|
o

Hinh 1.16

T @6 thi & Hinh 1.16, hay tim tap gia tri va cac khoang déng bién ctia ham sé y =tanx.

r "\

Ham sb y = tan x:
Co tap xac dinh la R\{g+ knlkeZ} va tap gia tri la R;

La ham sé Ié va tuan hoan voi chu ki =

Péng bién trén mdi khoang (—g + km; % + kn).k e Z;

Cé d6 thi déi xirng qua gbc toa dd.

L ]

28



) Vidu 6. Str dung @b thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh céac gia tri cCia x trén doan [—TE; %}
dé ham sé y = tanx:

a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia tri dwong.
Giai
—_ R 3 _
a) Tw do thi ta suy ra trén doan [—:rr; ?ﬂ:] y=0khix=-mtx=0x=m.

b) Ham s6 nhan gia tri dwong (rng véi phan dd thi nam trén truc hoanh. Tir dbé thi ta suy ra

trén doan | —m: 2 | thi y > 0 khi x c_:[-n; -E)u(n; E)u(n; E]
2 2 2 2

) Luyén tip 6. S dung db thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan

[—n; %’1 dé ham sb y = tan x nhan gia tri am.

6. D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM SO y=cot x

) HB7. Cho ham sé y = cot x.

a) Xét tinh chan, Ié ctiia ham sé.

b) Hoan thanh bang gia tri sau cGa ham sé y = cot x trén khoang (0: ).

2 L & 2 - i = o
6 4 3 2 3 4 6
y = cotx ? ? ? ? ? ? ?

Bang cach lay nhiéu diém M(x; cotx) voi x (0; =) va ndi lai, ta dwoc db thi cia ham sé
y =cot x trén khoang (0; ).

c) Bang cach lam twong tw cau b cho cac khoang khac cé d6 dai bang chu ki T =, ta dwoc
d6 thi ciia ham sé y = cot x nhw hinh dwéi day.
A
y

M
=

I
|
I
|
I
[ |
I
1
1
I
I
|
I
I
I
[ |
I
|
I
I
I

Hinh 1.17



T d6 thi & Hinh 1.17, hay tim tap gia tri va cac khoang nghich bién ctia ham sé y = cot x.

r N
Ham sé y = cot x;

Co tap xac dinh la R\ {kn | k = Z} va tap gia tri la R;
La ham sbé 1é va tuan hoan voi chu ki =

Nghich bién trén méi khoang (km;n + k), k € Z;

Cé do6 thi doi xirng qua gdc toa do.

L]

L]

L]

\

) | v[dg7. Str dung d6 thi da vé & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan {—E; Zn}
dé ham sé y = cot x: 2

a) Nhan gia tri bang O; b) Nhan gia tri am.
Giai
o ok ai 2 . 3n
a) Tl d thi ta suy ra trén doan | - =: 2 ], = 0 khi x=—£; x=E; X=—,
) . y . [ o 27 y > > 2

b) Ham sé nhan gia tri am (rng v&i phan dbé thi nam dwdi truc hoanh. Tlr db thi ta suy ra trén

doan [—E; 2:1:] thi y < 0 khi x E(—E; U]u[i; n)u(ﬂ; ZRJ.
2 2 2 2

) Luyén tip 7. S¢ dung d6 thi d3 v& & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri cia x trén doan

{—g; 211:] dé ham sb y = cot x nhan gia tri dwong.

BAITAP
1.14. Tim tap xac dinh cGa c4c ham sé sau:

) _1-cosx, 5} 1P 1+ cos x
Y= sinx Y N2 cosx

1.15. Xét tinh chan |& cda cac ham sé sau:

a) y =sin2x + tan2x; b) y = cos x +sin® x;

C) y =sinxcos2x; d) y =sin X+ cos Xx.
1.16. Tim tap gia tri cha cac ham sé sau:

a)y=25in(x—§]—1; b) y =J1+cosx —2.

1.17. Tlr @6 thi cia ham sé y = tan x, hay tim cac gia tri x sao cho tanx =0.
1.18. Gia s(r khi mét con séng bién di qua mét cai coc & ngoai khoi, chiéu cao clia nwéc duoc
mo hinh hoa béi ham sé h(t)=90cos (%t] trong d6 h(f) 1a @6 cao tinh bang centimét

trén muc nuéc bién trung binh tai thdi diém ¢ giay.
a) Tim chu ki ctia song.

b) Tim chiéu cao cla séng, tirc 1a khoang cach theo phwong thang dirng giira day va dinh
cla song.



PHUONG TRINH LUONG GIAC

CO BAN

2 o . - -

THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG
Ssorey I3 s i+ Nhan biét cong thi)c nghiém cla phwong trinh Iwong giac
. PhE:Q t::h Iﬁ? gl;i i co ban bang cach van dung dé thi ham s6 lwong giac twong tng.

co’ béng 99 + Tinh nghiém gan dang cua phwong trinh lwong giac co ban
« C38np thire nghidm . bang may tinh cam tay. '
' i + Giai phwong trinh lwgng gidc & dang van dung tryc tiép
i phwong trinh lwgng giac co ban.
i+ Giai quyét mét s6 van dé thuc tién gén voi phuong trinh
i lweng giac.

Mét qua dan phao dwoc ban ra khoi nong phao véi van téc
ban dau c6 d6 16n v, khéng doi. Tim goc ban o dé qua dan
phao bay xa nhat, bd qua sirc can clia khéng khi va coi qua
dan phao dwoc ban ra tir mat dat.

Hinh 1.18. Dan phao

1. KHAINIEM PHU'ONG TRINH TUONG DUONG
» wo1. Nhan biét khai niém hai phwong trinh twong duong

Cho hai phwong trinh 2x -4 =0va (x - 2)(:{2 + 1) =0.
Tim va so sanh tap nghiém cua hai phuong trinh trén.

i N
« Hai phwong trinh dwoc goi la twong dwong khi chung co cung tap nghiém.

« Néu phuwong trinh f(x)=0 twong dwong véi phuwong trinh g(x)=0 thi ta viét
f(x)=0< g(x)=0.

\, .

Chua y. Hai phwong trinh vé nghiém la twong dwong.
) Vidu1. Hai phrong trinh sau ¢6 twong dwong khéng?
2x+6=0vax?+6x+9=0.
Giai
Téap nghiém ctia phwong trinh 2x +6=01a S, = {-3}.
Phwong trinh x? +6x + 9 =0 dwoc viét lai thanh (x+ 3)2 =0, do do6 tap nghiém cua no la
82 = {_3}
Vay hai phuwong trinh trén la twong dwong.



» Luyén tap 1. Xét sy twong dwong cua hai phwong trinh sau:

x—-1
x+1

=0vax?-1=0.
Chu y. Dé giai phwong trinh, théng thuong ta bién d6i phuong trinh d6 thanh mét phirong trinh
twong dwong don gian hon. Cac phép bién ddi nhw vay goi la cac phép bién doi tuong duong.

Néu thuc hién cac phép bién ddi sau day trén mét phwong trinh ma khéng lam thay déi diéu
kién cua no thi ta dwoc mét phwong trinh moi twong dwong véi phwong trinh da cho:

a) Céng hay trir hai vé véi cung mét sé hodac mét biéu thire:
f(x)=g(x) < f(x)+ h(x)=g(x)+ h(x).

b) Nhan hoéc chia hai vé véi cing mét sé khac 0 hodc véi cung mét biéu thire ludn cé gia tri
khac O:

f(x)=g(x) < F(x)h(x) = g(x)h(x), (h(x) = 0).
2.PHUONG TRINH sinx=m

) Ho2.Nhan biét céng thire nghiém cua phwongtrinh sinx = % : A

a) Quan sat Hinh 1.19, tim cac nghiém cua phwong trinh /
da cho trong nira khoang [0; 2r). M

y
N
I 2 M
i
b) Dwa vao tinh tuan hoan ctia ham s6 sin, hay viét cong thirc M X
nghiém cua phwong trinh d& cho. o) A
Minh hoa bang dé thi: Nghiém cla phwong trinh sin x =%
la hoanh d6 céac giao diém ctia dwdng thang y = % va do thi
ham sé y =sinx. Hinh 1.19

Hinh 1.20. Buong thang y - % va do thj ham s y = sinx

Téng quat, xét phwong trinh sinx =m (*).
v m SN\

— Néu |ml|>1 thi phwong trinh (*) vé nghiém vi |sin x| <1
ve&i moi x € R. T o

X
— Néu |ml<1 thi tén tai duy nhat ue[-g; %] thod mén 3 ria
) e e e . n 3n
sin oo = m. Khi do, trén doan co do dai 2x la [—E;?], /

phwong trinh (*) cé cac nghiema van —a (H.1.21). 1
Hinh 1.21




Do tinh tudn hoan véi chu ki 2z cia ham sin, ta chi viéc cong vao cac nghiém nay cac boi

nguyén cla 2= thi sé dwoc tat ca cac nghiém cla phwong trinh (*).

]
« Phuwong trinh sin x = m ¢6 nghiém khi va chi khi [ml <1.

« Khilml <1, sé tén tai duy nhat o [—%; g

] thoa man sina = m. Khi do

X=o+k2
sinx=m <« sinx =sina. < aren (keZ).
\ X=n-o+k2n

Cha y

a) Néu sé do clia géc a dwoc cho bang don vi dé thi
x=a’+k360°

sinx =sina’® < o+ k36 (ke Z).

x =180° — a® + k360°

b) M6t s6 trwdng hop dac biét:

. sinx=0ax=knlkelZ).
. 5inx=1<:>x=g+k2n('ke;'£).
-shx=—%nx=-%+k%ﬁkezl

» Vi du 2. Giai cac phwong trinh sau:

a) sinx:—ﬁ; b) sin:»::i.
2 3
Giai -
X=——=+k2n
a) SinX:—EQSinx:Sin(—EJ@ 3 (REZ) siny = sinv &
2 3 4n
X=—+k2r
. T m|,. . o e 8 1 Sl :
b) Gol a e [—E; E] la goc thoa man sina =g Khi d6 ta co6:
=o+k2
sinx:1¢>sinx:sinm¢{x aren (k e Z).

3 X=n—-oa+k2n

) Vi du 3. Giai phuong trinh sin2x = sin (60“ -3x).
Giai

2x =60° —3x + k360°

sin2x = sin(GO" = 3x) &
_2x=180°-(60°-3x)+k360°

(k €Z)

' 5x =60° +k360° | x=12 k72
| —x=120° + k360° | x=-120° - k360°
Vay nghiém cua phwong trinh da cho 13

x=12° + k72° (k € Z) va x = -120° - k360° (k  Z).

Uu=v+k2
" (ke)

u—-n-v+k2nr




) Vi du 4. Giéi bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai
Chon hé truc toa dé cé goc toa dé dat tai vi tri
khéu phdo, truc Ox theo hwéng khéu phao
nhw hinh bén. Khi do, trong Vat i, ta biét rang
quy dao cua qua dan phao cé dang dwong
parabol c6 phuong trinh (voi g la gia to6¢

-g

2v§ cos® o

trong truong) y = x? + xtana.
y

-9
2v{§ cos® o

x?

Cho y = 0 ta dwoc + xtana =0

v§ sin2a
g

Qué dan cham dat khi x = Tacé x

Gidi phwong trinh sin2a = 1, ta duoc o =%+kﬂ (keZ).Do0<a gg nén o =Ehay o = 45°,

,suyrax=0hoac x =

v§ sin2a
g

g

Vay qua dan phao sé bay xa nhat khi goc ban bang 45°.

¥ Luyén tip 2. Gidi cac phwong trinh sau:

3.PHUONG TRINH cosx=m

) #oz. Nhan biét cong thirc nghiém cua phwong trinh

cnsx——1
2

a) Quan sat Hinh 1.22a, tim cac nghiém cua phwong

trinh da cho trong ntra khoang [-m; ).

b) Dwa vao tinh tuan hoan cua ham sé césin, hay viét

a) sinx =—;
) 2

J2

V3 sin2a
g

2
<%0 44y bang xay ra khi sin2a =1.

b) sin3Xx = —sin5Xx.

Ml‘

cong thirc nghiém cla phwong trinh da cho. Hinh 1. 223

Minh hoa bang db thi: Nghiém cta phwong trinh cos x = _1 13 hoanh dd cac giao diém cla

dwong thang y = —% va do thi ham s6 y = cos x.

14V
28 gn 20 o 2n_ 5, 2n 2m 2n 5, 2n o, 20 4.
g - 4n 3_2" 3.1' . =3 \,? .3 2/_\3 2y 3.4/{-‘
A\ i N ! 4 O N\ | 4 N\ '
U W _11 ; \i_,/ U }-":—1—
l T =2x : : ¥ = COSX 2

|

Hinh 1.23. Budng thdng y = va dé thi ham sé y = cos x

M| =



4 \

« Phwong trinh cosx = m cé nghiém khi va chi khi [m| < 1.
« Khi Iml<1, sé& ton tai duy nhét a <[0;x] thod mén
cos a = m. Khi d6 1 -
X=o+Kk2n ) - A
COS X =M < COS X =COS O & (k € Z).
X =—o+Kk2n
\\ J
Chay
) ) i Hinh 1.22b
a) Néu s do cua goc a dwoc cho bang don vi d6 thi
o o
cosx=cosa® | C R (k € ).
x =-a° + k360°
b) Mét sb trwdng hop dac biét:
. cnsxzﬂf::»x:ngkn (keZ).
e« cosx=1=x=k2n(keZ).
e cosx=-1ox=n+k2n(keZ).
» Vi du 5. Giai cac phwong trinh sau:
V3
a) ccsx=—?, b) cos x =0,1. COSU =COSV & U =1v + k2n(k € Z).
Giai
a) CDSXZ—?S{:}CDSX=CDS%@K=$%+E’2E (keZ).

b) Goi a € [0;x] Ia géc thod man cos o = 0,1. Khi d6 ta co:

cosx=0,1<cosx=cosa < x=+ta+k2n (ke Z).
) Vi du 6. Gidi phwong trinh cos2x = cos(45° - x).
Giai
2x =45° — x + k360°

cos 2x = cos(45° — x) =
2X = —(450 - x) + k360°

. 3x =45~ + k360 - x=15" + k120 keZ)

| x =-45° + k360° x = -45° + k360°

) Luyén tap 3. Giai cac phuong trinh sau: a) 2cosx = —J2:  b) cos3x —sin5x =0.

» Vin dung
Khi Mat Trang quay quanh Trai Dat, mat déi dién véi Trai Dat thudng chi dwoc Mat Troi chiéu
sang mot phan. Céac pha ctia Mat Trang mé ta mirc dé phan bé mat ctia né dwoc Mat Troi
chiéu sang. Khi géc gilra Mat Troi, Trai Dat va Mat Tréng 1a o (0° < o <360°) thi ti 1é F cla
phan Mt Trang duoc chiéu sang cho béi coéng thire
F = 1(1 ~cosa).
- (Theo usno.navy.mil).



Xac dinh géc o twong (rng véi cac pha sau cua Mat Trang:

a) F = 0 (trang moi): -
b) F = 0,25 (trang udi liém); /Mat Tréng
J’ r-{ ‘.‘

c) F=0,5 (trang ban ng’uyét dau thang hoac : &
trang ban nguyét cudi thang); '\ Trai DAL :.-
d) F =1 (trang tron). s

Mat Troi
®

_____

4.PHUONG TRINH tan x=m
) Ho4a. Nhan biét cong thwe nghiém cua phwong trinh tanx =1

a) Quan sat Hinh 1.24, hay cho biét dwong thang y = 1 cat db thj ham sé y = tan x tai may

diém c6 hoanh dd trong khodng [_g; E}

I 1 1 1 1

: : | y = tanx : :

| I ] | |

: : : : : y=1
Iz J! :_fi/ 3z / 1 3% / 5% / Ix

| 2 : 2 o 2 ' |2 I |2 I

: -TE—S}[I — En: _'!T + : ﬂ *21:: B T 3‘."' X-.F
| 4 . B I 4 | 4 | 4

| : I 1 1

: . : : .

| I | I I

| | 1 | |

EE
e e i i Tl b6 ekl o e
]|

Hinh 1.24. Puong thdng y = 1 va db thj ham sé y = tan x

b) Dwa vao tinh tuadn hoan cua ham sé tang, hay viét cong thirc nghiém ctia phwong trinh
da cho.

( 3\
* Phuwong trinh tan x = m cé nghiém v&i moi m.

+ V&i moi m e R, tdn tai duy nhét o E(-g; %J thod man tan o = m. Khi do

tanx=m@tanx%tanu@ X=a+kn (keZ). |

Chi v. Néu s6 do cla goc o dwoc cho bang don vi d6 thi
tanx =tana® < x=a° + k180° (k € Z).

) Vidu7. Gidi cac phwong trinh sau:  a) tanx = —/3; b) tanx =2.
Giai |
a) tanx = /3 <:>tanx=tan(—g] & X= —§+kn (keZ).
b) Goi a & [—%; g] & gbc thod mén tano = 2. Khi d6 ta co:
tanx =2 tanx =tana <> x=a+kn (ke Z).

) Luyén tip 4. Giai cac phwong trinh sau:  a) J3tan2x = -1; b) tan3x +tan5x =0.
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5.PHUONG TRINH cot x=m

) uos. Nhan biét céng thirc nghiém cua phwong trinh cot x = -1

a) Quan sat Hinh 1.25, hay cho biét dwong thang y = —1cat d6 thj ham so6 y = cot x tai may
diém co6 hoanh dd trong khoang (0;n).

. . : YA : ; :

: i \ | ¥ =cotx : : :

: : - . - :

1 1 ] I 1 |

1 1 ] ] ] ]

: —1—271:: —i—ﬂ:: - —i—n—ﬂ: —3*2?1:: —1+3n:

: 4\ : 4\ : \‘1 4\ : N : 4\ ¥
: P RN E W »
: : : : . :

: : : - - -

1 1 ] [ ] [ ] ]

1 1 1 ] ] ]

: : ; . i .

: i : : : .

Hinh 1.25. Buong thdng y = —1 va db thi ham sé y = cot x

b) Dwa vao tinh tudn hoan ctia ham sé cétang, hay viét cong thirc nghiém ctia phwong trinh
da cho.

4 3
« Phuwong trinh cot x = m c6 nghiém vo&i moi m.

- V6i moi m e R, ton tai duy nhat o < (0;7) thod mén cota = m. Khi d6

cotx=meo cotx=cota < x=a+kn (keZ).
\ J

Cha v. Néu sé do goc a dwoc cho bang don vi d6 thi

cotx =cota® < x=a’ + k180° (k e Z).

) Vidus. Giai cac phuong trinh sau: cotu = cotv < U = v +kn (k € Z).

a) cotx =—/3; b) cotx=5.
Giai

a) cotx=-\/§¢>cutx=cot[-§]<:> x=—%+kn (keZ).

S\

b) Goi a (0;n) la géc thod mén cota = 5. Khi d6 ta co: N
cotx=5<cotx=cota < x=a+kn(keZ).

» luyén tdp 5. Giai cac phwong trinh sau: a) cotx =1; b) V3 cotx +1=0.



6.SU' DUNG MAY TiNH CAM TAY TiM MOT GOC KHI BIET GIATR|
LUONG GIAC CUANG

Céc phim (sin™'), (cos™) va (tan-') clia may tinh cam tay duoc dung dé tim sb do (dd hoac
radian) cta moét goc khi biét mét trong cac gia tri lweng giac cda no.

D& tim sé do ta thuc hién cac budc sau:
Budc 1. Chon don vi do goc (d6 hoac radian).
Mudn tim s6 do dd (dong trén cung ctia man hinh xuat hién chir nhé D), ta an
(SHIFT (wODE] (3]
Muébn tim sé do radian (dong trén clng ctia man hinh xuét hién chir nhé R), ta an

() @) (@)

Buéc 2. Tim sb do géc.

Khi biét sin, césin hay tang clia goc o can tim bang m, ta lan lwot 4n céc phim va
mot trong cac phim [sin], [cos) va (tan), réi nhap gia tri lwong giac m va cudi cung an phim

(=]. Luc nay trén man hinh cho két qua la s6 do cua goc o (d6 hoac radian).
\ o

Chuy
+ Khi & ché dd radian, cac phim (sin"), (tan"), cho két qua 1a mot sé thudc khodng

2’2
(cos™) thi |ml <1.

« Khi & ché d6 s6 do dé, cac phim (sin') va (tan™') cho két qua la s6 do géc o tir —90°
dén 90°, phim (cos™) cho két qua la s do goc a tir 0° dén 180°, véi (sin-') va (cos™)
thi [ml<1.

« Khi co két qua (trwdng hop chon don vi do do), an phim [s» thi dwa két qua vé dang
do - phut - giay.

( = E], phim (cos™") cho két qua a mét s6 thudc khodng (0; =), tt nhién véi (sin") va

) Vidu9. Sir dung may tinh cam tay, tim s6 do d6 va radian cta géc o, biét sina = 0,58.
Giai

S6 do dé:

sina Bam phim Man hinh hién | Két qua clia o (gan dung)
0,58 | (stiFr] (woog] (3 ] [stT] [sin] (0] (= J (8] (8] (=] ber) | 35.45054264 35°27'2"
Sé do radian:

sina B&m phim Man hinh hién | Két qua cda o (gan dung)
0,58 | (sar) woog) (@) 5] sin) (@) () (B) (B) &) | 0.6187286907 0,61873

) luyén tip 6. S dung may tinh cam tay, tim sé do dd va radian cla goc o, biét:

a) cosa =-0,75; b) tanu = 2,46; c) cota = -6,18.
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BAITAP

1.19. Giai cac phuong trinh sau:

a) sinng; b) 2cos x =—«f§;
c) ﬁtan[%ﬂﬁ“]:t d) cut(Zx—1)=cotg.
1.20. Giai cac phwong trinh sau: a) sin2x +cos4x = 0; b) cos3x = —cos7Xx.

1.21. Mét qua dan phao duwoc ban ra khéi nong phao véi van téc ban dau v, = 500 m/s

hop voi phwong ngang mot goc a. Trong Vat |i, ta biét rang, néu bd qua sirc can cua
khéng khi va coi qua dan phao dwoc ban ra tir mat dat thi quy dao clia qua dan tuan theo
phuong trinh ¥y = — 9 = x* + xtana, & @6 g = 9,8 m/s? la gia téc trong treong.

2vy cos” o

a) Tinh theo géc ban o tam xa ma qua dan dat téi (tirc 1a khoang cach tir vi tri ban dén
diem cham dat cua qua dan).
b) Tim géc ban a dé& qua dan tring muc tiéu cach vi tri d&t khau phao 22 000 m.

1.22. Gia stir mdt vat dao ddng diéu hoa xung quanh vi tri ¢an bang theo phwong trinh

\

X = 2!::05(5! — EJ.
6

O day, thoi gian ttinh bang gidy va quang dwéng x tinh bang centimét. Hay cho biét trong
khoang théi gian tir 0 Gén 6 giay, vat di qua vi tri can bang bao nhiéu Ian.

- -:.,?
(—oEmcublet. i ™\

Luong gidc dwoc phat trién bdi cac nha thién van hoc ngwdi Hy Lap ¢b dai, nhirng
ngudi coi bau tréi 1a nam bén trong clia mét mat cau, do dé 1& tw nhién la cac hinh
tam giac trén mat cau dwoc nghién cliru kha sém bdi Menelaus & Alexandria vao
khoang nam 100 sau Céng nguyén va cac hinh tam giac trén mat phang dwoc nghién
clru mudn hon nhiéu. Cudn sach dau tién chira dwng cac phuong phap x& li ¢o hé
théng vé Iwong giac phang va lwong giac cau dworc viét béi nha thién van hoc nguoi
Ba Tw Nasir Eddin, khoang nam 1250 sau Céng nguyén.
Regiomontanus (1436 — 1476) la ngudi cé cong I&n trong viéc chuyén Luong gidc tir
Thién van hoc sang Toan hoc. Céng trinh clia éng da dwoc céi tién bdi Copernicus
(1473 — 1543) va mét hoc trd cta Copernicus la Rhaeticus (1514 — 1576). Cubn sach
cla Rhaeticus |a cubn sach dau tién dinh nghia cac ham lwong giac 1a ti sé cac canh
cua tam giac, mac du é6ng chwa dwa ra tén goi nhw hién nay cua chung. Cac tén goi va
ki hiéu nhw ngay nay chung ta dung dwoc dwa ra béi Leonhard Euler (1707 — 1783),
nguoi da xay dung li thuyét hién dai vé cac ham sé lwong giac trong cudn “Mé dau
vé gidi tich cac dai lwong vé cling bé” xuat ban nam 1748,
Lwong giac la nganh khoa hoc cé nhiéu (rng dung. Cé thé ké dén viéc sir dung
Lwong giac trong cac van dé do dac cla Thién van va Bia li, cling nhv nhitng rng
dung phong pha cia Lwong giac trong Li thuyét sé, Co hoc, Pién hoc, Hoa hoc,
Sinh hoc, Hai dwong hoc, D6 hoa may tinh, Li thuyét &am nhac va nhiéu linh vuwe khac.
(Theo C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, Third Edition, Wiley, 2017).

J
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BAI TAP CUOI CHUONG | <<

A - TRAC NGHIEM

1.23. Biéu dién cac goc lwong gidc o = —%. I3=g, Y =2—gn. ) =% trén duéng tron
lwong giac. Cac géc nao cd diém biéu dién trung nhau?
A.Bvay. B.a,B,v.
C:B. ¥, 0 D.avap.

1.24. Trong céc khang dinh sau, khang dinh nao 1a sai?
A. sin(n—a)=sino. B. cos(n —a)=cosa.
C.sin(nt+o)=-sina. D. cos(n+ o) =—cosa.

1.25. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao 1a sai?
A.cos(a—b)=cosacosb-sinasinb. B. sin(a—b)=sinacosb—cosasinb.

C. cos(a+ b)=cosacosb -sinasinb. D. sin(a+ b)=sinacosb + cosasinb.
1.26. Rt gon biéu thirc M = cos(a + b)cos(a—b)—sin(a+ b)sin(a—b), ta dwoc
A. M =sinda. B.M=1-2cos’a. C.M=1-2sina. D.M =cos4a.

1.27. Khang dinh nao sau day la sai?
A.Ham sbé y = cos x c6 tap xac dinh 1a R.
B. Ham s6 y = cos x ¢6 tap gia tri la [-1; 1].
C. Ham sb y =cos x 1a ham sé 8.
D. Ham sb y = cos x tuan hoan voi chu ki 2x.

1.28. Trong cac ham s6 sau day, ham s6 nao la ham tuan hoan?
sin x

A.y=tanx+ x. B.y=x%+1. C.y=cotx. D.y=""2Z,
X

1.29. D6 thi cla cac ham sb y =sinx va y = cos x ¢at nhau tai bao nhiéu diém cé hoanh d
thuéc doan [—211;52—“] ?

A. 5. B. 6. C. 4. D.7.
1.30. Tap xac dinh ca ham sé y = —22°X |3
sinx —1
A.R\{k2n|keZ)}. B.R\{g+k2n]keﬁ}.
£, R\{%+kn|keZ}. D. R\{kn|keZ}.



B-TU LUAN

. . 1 LN A e el i ,
1.31. Cho goc o thoa man %{: o < m, cosa =——=. Tinh gia trj cua cac biéu thuwc sau:

V3

a) Siﬂ(ﬂt+£); b) cc:s(a+£); C) sin(u-—ﬁ]; d) cns(u—zj.
6 6 o 6

1.32. Chirng minh céc dang thirc sau:
4

a) (sino +cosa)’ =1+ sin20; b) cos® a —sin* o = cos 2a.
1.33. Tim tap gia trj cia cac ham sé sau:
a)y=2cus[2x—§]—1; b) y = sin x + cos x.

1.34. Giai cac phwong trinh sau:

a) cns[Bx — E) = —Q; b) 2sin® x—1+cos3x=0; ¢) tan(Zx + E] = tan(x - EJ.
4 2 5 6

1.35. Huyét ap 1a ap luc can thiét tac ddng Ién thanh cia ddéng mach dé dwa mau tir tim dén
nuéi dudng cac mé trong co thé. Huyét ap duwoc tao ra do luc co bép cla co tim va sirc
can cla thanh déng mach. Méi |an tim dap, huyét ap clia chung ta tang réi giam gitra cac
nhip. Huyét ap t6i da va huyét ap toi thiéu duoc goi twong (rng |a huyét ap tam thu va tam
trrong. Chi sé huyét ap ca chung ta dwoc viét 1a huyét ap tam thu/huyét ap tam truong.
Chi s6 huyét ap 120/80 la binh thwong. Gia sl huyét ap ctia mot ngudi nao dé dwoc mo
hinh hoa b&i ham sé

p(t)y=115+ 25$in(1 60t ),

trong d6 p(t) Ia huyét ap tinh theo don vi mmHg (milimét thuy ngan) va thoi gian t tinh
theo phut.

a) Tim chu ki cta ham sé p(f).
b) Tim s6 nhip tim méi phut.
¢) Tim chi s6 huyét ap. So sanh huyét ap ctia ngudi nay voi huyét ap binh thuéong.

1.36. Khi mét tia sang truyén tir khéng khi vao mat nuwéc thi
moét phan tia sang bi phan xa trén bé mat, phan con lai
bi khuc¢ xa nhw trong Hinh 1.26. Géc téi 7 lién hé véi géc
khiic xa r béi Dinh luat khic xa anh sang

sin/ =2

sinr n,

O day, n, va n, twong (rng 1a chiét suét cia méi trwong 1
(khéng khi) va méi trweng 2 (nwédc). Cho biét goc toi
i =50°, hay tinh goéc khic xa, biét rang chiét suat cua
khéng khi bang 1 con chiét suat ctia nwéc la 1,33. Hinh 1.26
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CHUONG i

DAY SO. CAP SO CONG
VA CAP SO NHAN

Chuwong nay gi¢i thiéu nhirng khai niém co ban vé day sé (hiru
han va vd han), mét loai ham sé ma bién sé la nhirng sé nguyén
dwong, va trinh bay mét cach hé théng hai day s6 dac biét, co
nhiéu (rng dung trong thuc tién 1a cap sb cdng va cap sé nhan.

VAR

THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG

« Day sb i+ Nhan biét ddy s6 hiru han, day s6 vo han.

. Day sb tang : + Thé hién cach cho dy sb béng liét ké cac s6 hang; bang cong thirc

. Day sb giam téng quat; bang hé thirc truy hoi; bang cach mé ta.

- Day s6 bi chan i » Nhan biét tinh chét tang, giam, bj chan cia day sb trong nhirng
i trwong hep don gian.

Nam 2020, sé dan ctia mét thanh phé tryc thude tinh 1a khoang 500 nghin nguéi. Ngudi ta
wéc tinh rang sé dan cua thanh phd do sé tang trwdng voi tbc dd khoang 2% méi nam.
Khi d6 s6 dan P, (nghin nguwdi) cha thanh phd d6 sau n ndm, ké tir ndm 2020, duoc tinh
bang cong thire P, =500(1+0,02)" . H6i néu tang trwdng theo quy ludt nhw vay thi vao nam
2030, s6 dan cua thanh phé dé la khoang bao nhiéu nghin nguei?

1. DINH NGHIADAY S0

) wo1. Nhan biét day s6 vé han $6 chinh phwong la sb

Viét nam sé chinh phuong dau theo thir tw tang dan. Tl @6, du doan  Dang g‘““ phuong cua
cong thirc tinh sé chinh phuong the n. mét sé tw nhién.

T céng thirc nhan dwoc, ta co quy tic dé viét dwoc day gom tat ca
cac sb chinh phuwong.

« M&i ham sé u xac dinh trén tap cac sé nguyén durong N” dwoc goi la
mot déy s6 v6 han (goi tat |a day sb), ki hiéu la u = u(n).

» Ta thuwong viét u, thay cho u(n) va ki hiéu day s u = u(n) bdi (u),
do d6 day sé (v ) dwoc viét dudi dang khai trién u,, u,, us, ..., U, ...
SO u, goi la s6 hang dau, u, 1& s6 hang thir n va goi la s6 hang
téng quét cha day sb.

W >

Chiay.NéuvneN', u, =c thi (u,) dwoc goi la day sb khéng ddi.



) Vidu1. Xac dinh sé hang dau va sé hang téng quat cia méi day sé sau:
a) Day s (u,) cac sb tw nhién 1é theo thir tw tang dan: 1, 3, 5, 7, ...
b) Dy s6 (v,) cac sb nguyén dwong chia hét cho 5, sp xép tir bé Gén 1én: 5, 10, 15, 20, ...
Giai
a) Day (u,) c6 sb hang dau u, = 1va sb hang téng quat u, =2n 1.
b) Day (v,) c6 sé hang dau v, =5 va sb hang téng quat v, = 5n.

) #o2. Nhan biét diy sé hiru han

a) Liét ké tat ca cac sé chinh phwong nhé hon 50 va sap xép ching theo thir tw tir bé dén Ién.
b) Viét cong thirc sé hang u, clia cac sb tim dwoc & cau a) va néu rd diéu kién cta n.

' N
« M&i ham sé u xac dinhtréntap M= {1, 2 3;....;m| véime N
dwoc goi la mét day sé hiau han.
+ Dang khai trién clia day s6 hiru han la u,, u,, ..., u

cay Wi

S6 u, goi la s6 hang dau, so u,, goi 1a s6 hang cuoi.

) Vi du 2. Xét day sd hiru han gébm céac s tw nhién 1& nhd hon 20, sap xép theo thir tw tir bé
den lon.
a) Liét ké tat ca cac sb hang cla day sb hiru han nay.
b) Tim s6 hang dau va sé hang cudi ctia day s6 do.
Giai
a) Cac s6 hang cta day sé la: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19.
b) Sé hang dau clia day s nay la 1 va sé hang cudi ctia day sb 1a 19.

) luyéntip 1. a) Xét day s6 gdm tat ca cac so tw nhién chia cho 5 du 1 theo thir tw tang dan.
Xac dinh s6 hang téng quat clia day sé.

b) Viét day sé hiru han géom nam sé hang dau cla day sé trong cau a. Xac dinh sé hang dau
va s6 hang cudi cla day sé hiru han nay.

2.CACCACHCHOMOTDAY SO - ;
Hay dé y dén hiéu hai sb
) Ho2. Nhan biét cac cach cho mét day sé hang lién tiép cla day so.

Xét day so (u, ) gom tat ca cac s6 nguyén duong chia hét cho 5,
sap xép tir bé dén 16n:
5.10, 15, 20, 25. 30, ...

a) Viét cong thirc s6 hang téng quat u_ ctia day sb.

b) Xac dinh sé hang dau va viét cong thirc tinh sé hang thi n
theo s6 hang thir n — 1 cta day s6. Céng thirc thu dwoc goi 1a
hé thuc truy hoi,



Mét day sé co thé cho bang:
« Liét ké cac sb hang (chi dung cho cac day sé hiru han va cé it sé hang):
« Céng thirc cta sb hang téng quat;
+ Phuwong phap mo t3;
« Phuwong phap truy héi.

L % A

) Vidu 3. Tim ndm s6 hang dau va s6 hang thir 100 clia day so (u ) cho bdi cong thire s6 hang
tdng quat sau:

(-1
a)u, =2n, b) u, :T'
Giai
a) Nam sé hang dau cua day sé 1a: 2, 4, 6, 8, 10.
. g T R T 11 1 In hon 1 ma chi co hai
b) Nam s0 hang dau cua day so la: -1, > "3'7 5 e 58 18 1 v chini nd.

100
p . s um A 1 =
S0 hang thr 100 cua day so |a“1m:(130 :1;0.

) Vidu 4. Xét déy s6 gobm tat ca cac sé nguyén t6 theo thir ty
tang dan. Viét nam so6 hang dau cua day so do.

Giai. Nam sé hang dau cla day sé 1a: 2, 3, 5, 7, 11. ‘
Hé thic truy hoi la hé

Chu v. Day sé gém tat ca cac s6 nguyén té & Vi du 4 duwoc thire bidu thi s6 hang

cho béi phwong phap mo ta (sé hang thir n 1a sé nguyén té thiv n clia day sé qua sé
thir n). Cho dén nay nguwdi ta van chwa biét co6 hay khong hang (hay vai sé hang)
mét cong thirc tinh s6 nguyén t6 thir n theo n (voi n bat ki), ding trude no.

hoac l1a mét hé thire tinh s6 nguyén to thir n theo mét vai sé
nguyén t6 dleng trirde no.

) Vidus. Cho ddy s (u ) xac dinh bang hé thirc truy hoi:
u=1u =3u, +2vdinz=2.
Viét ba s6 hang dau cua day sb nay.
Giai
Tacoh u, =1, u,=3u,+2=3-1+2=5u, =3u, +2=3-5+2=17.
) Vi du 6. Giai bai toan & tinh hudng mé dau.
Giai
O day ta cé n = 2030 — 2020 = 10. Vay sb dan clia thanh phé d6 vao nam 2030 sé la
P,y =500-(1,02)" ~609 (nghin ngudi).

» Luyén tip 2.
a) Viét nam sé hang dau clia day sé (u, ) véi sé hang téng quat u, = n!.

b) Viét nam s6 hang dau cuia day so Fibonacci (F, ) cho b&i hé thirc truy hoi

F =1F, =1
F,=F_+F,, (nES).



Chu v. Dé co6 hinh anh truc quan vé day sé, ta thwéng biéu dién cac sé hang cla né trén

(1)’

truc s6. Chang han, xét day sé (u,) véi u, = o Nam sé hang dau cla day sé nay la
U=t = ==y, =L 4, = —— va dworc bidu didn trén truc sb nhi sau:
2"t gttt 18t 32 ' ' |
1 211 1 1
2 8 32 16 4
4 } } } } \
-1 u, u, ul u, u. 1

3.DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY S0 BI CHAN

) uoa. Nhan biét day sé tang, day sé giam
a) Xét day s6 (u,) véi u, =3n-1. Tinh u,_, va so sanh véi u,,.

b) Xét day so (v,) voi v, =i2. Tinhv,__, vasosanhvéiv,.
n

- Day sb (u,) dwoc goi la ddy s6 ting néu ta cd u, , > u, véimoine N'.
- Day sb (v, ) dwoc goi la ddy sé gidm néu ta co u,,, <u, véimoine N

) Vidu7. Xét tinh tdng, gidm cla day sbé (u, ), v&i u, = -2n+5.
Giai
Ta c6
Upy—U, =[-2(n+1)+5]-(-2n+5)=(-2n+3)+2n-5=-2<0,tkcla u, , <u,, Vne N .

+1
Vay (u,) |a day so giam.
) Luyén tdp 3. Xét tinh tang, giam cla day sb (u,), v&i u, = %
n+
) 195, Nhan biét diy sé bi chin

Cho day s6 (u, ) véi u, =" vnen®.
n

a) Sosanhu_va 1.
b) Sosanh u_va 2.

r N

+ Day s6 (u, ) dwoc goi la bj chdn trén néu ton tai moét s6 M sao cho
u, <M véimoine N,

- Day s (u,) dwoc goi la bj chdn dudi néu ton tai mét s6 m sao cho
u, >mveimoine N .

- Day s6 (u,) dwoc goi la bi chdn néu né vira bi chan trén vira bi chan

dudi, tirc |a ton tai cadc sé m, Msaochom<u, <M véimoine N .
. A

. o e . am . @ . n
) Vidu 8. Xét tinh bi chan cua day sb (u,), voi u, = -



Giai

Day s (u,,) bi chan trén, vi u,, =”—=1—1«:1, VneN'.
n n

Déy sb (u,,) cling bi chan dwdi, vi u, = "= '>0,vneN'.

n
Vay day sb (u,) bi chan.
) Luyén tdp 4. Xét tinh bi chan cla day sb (u,), véiu, =2n-1.

) Vin dung. Anh Thanh vira dwoc tuyén dung vao mét cong ty cong nghé, dwoc cam két lwong
nam dau sé 1a 200 triéu ddng va lwong méi nam tiép theo sé dwoc tang thém 25 triéu déng.

Goi s, (triéu dong) la lwong vao nam th(r n ma anh Thanh lam viéc cho céng ty d6. Khi dé
ta co:

s,=200,s =5, +25v0inz=2.
a) Tinh lwong cta anh Thanh vao nam thir 5 lam viéc cho céng ty.

b) Chirng minh (s,) 1a day s6 tang. Gidi thich y nghia thuc té cla két qua nay.
BAITAP

2.1. Viét nam s6 hang dau va s6 hang th(r 100 clia cac day sé (u,) co sé hang téng quat
cho béi:

a)u,=3n-2, b) u,=3-2"; c) un=[1+%] .

2.2. Day s6 (u, ) cho bai hé thirc truy hoi: u, =1, u, =n-u, ,voi n>2.
a) Viét ndm s6 hang dau cla day sé.
b) Dy doan céng thirc s6 hang téng quat u,.

2.3. Xét tinh tang, giam ca day sé (u,, ), biét:

a =2n-1, b = -3n+2 B (_1)n 1
yu,=2n-1 )u,=-3n+2 cu,= o
2.4. Trong cac day so (u,) sau, day s6 nao bi chan dudi, bi chan trén, bi chan?
n+1 . : 1
a)u,=n-1% b) U, =———; c) u, =sinn; d)u, =(-1)" n’

2.5. Viét sé hang téng quat cla day sé tang gdm tat ca cac sé nguyén dwong ma mdi sé
hang cua no:

a) Déu chia hét cho 3; b) Khi chia cho 4 du 1.

2.6. Ong An gUri tiét kiém 100 triéu ddng ki han 1 thang véi lai suat 6% mét nam theo hinh
thirc tinh 1ai kép. S6 tien (triéu dong) cia 6ng An thu dwoc sau n thang dwoc cho béi
cong thire ;

A =100(1+@) .
12
a) Tim so tién 6ng An nhan dwoc sau thang thir nhat, sau thang thir hai.

b) Tim sé tién 6ng An nhan duoc sau 1 nadm.



2.7. Chi Hwong vay tra gép mét khoan tién 100 triéu déng va déng y tra dan 2 triéu déng méi
thang véi lai suat 0,8% sé tién con lai cia mbi thang.

Goi A, (ne N) la s tién con ne (triéu déng) clta chi Hwong sau n thang.
a) Tim lanlugt Ay, A, Ay, A;, Ay, As, As dé tinh s6 tién con no clia chi Hwong sau 6 thang.

b) Du doan hé thirc truy hdi ddi voi day sé (A, ).

Em c6 biét?
Day sé Fibonacci

Fibonacci |a nha toan hoc nbi tiéng ngudi Italia. Trong cuén
sach Liber Abaci (Sach tinh) ctia 6ng, dwoc viét nam 1202,
c6 bai toan sau:

“Mét déi thé (gom mét thé duc va mét thé cai) cir mbi thang
dé duoc mét dbi thé con (ciing gdm mét thé duc va thd céi);
mét déi thé con, khi tron 2 thang tudi, sau mbi thang dé ra
mét déi thé con, va qua trinh sinh né cur thé tiép dién. Héi sau
n thang cé bao nhiéu déi thd, néu dau nadm (thang Giéng) co
mét déi the so sinh?”,

Viéc gidi quyét bai toan néi trén dan dén viéc nghién cru
day s (F,) cho b&i hé thirc truy hoi

: Fibonacci
F=1F=1 (1170 — 1250)
F,=F,4+F,5(nz=3).

Day sé nay dwoc goi la ddy sb Fibonacci va cac sb hang clia né dwoc goi la cac so
Fibonacci.

Nguwai ta chirng minh dwoc rang sé hang téng quat cla day Fibonacci cho béi

w34

Day sé Fibonacci cé rat nhiéu tinh chat dep, chang han:

1) F2 =F, 4Fpq+(=1)"" véimoi n>2
2) F+FR+FK+...+F, =F,, voimoi n>1;

3) F2+F?

n+1

Day sb Fibonacci lién quan mat thiét véi nhiéu van dé cla Toan hoc, Vat li, Hoi hoa,
Am nhac.

= Fp,,4 V&I MOI N >1.

Cac sé Fibonacci xuét hién & khap noi trong thién nhién.

Hau hét cac béng hoa cd sb canh hoa la mét trong cac sé: F,, F;, F;, F;, R, Fy, Figy Fiye
Chéng han, hoa loa kén ¢6 3 canh, hoa mao lwong vang ¢ 5 canh, hoa cai 6 rd thuwong
c6 8 canh, hoa cuc van tho ¢é 13 canh, hoa cuc tay c¢é 21 canh, hoa cuc thuwéng co 34,
hoac 55 hoac 89 canh.




CAP SO CONG

THUATNGU . KIEN THU'C, Ki NANG

« Cap sb ¢cdng : « Nhan biét mét ddy sé Ia cap sb cong.

+ Cong sai : « Giai thich cong thirc xac dinh s6 hang téng quat ctia cip sé cong.
« S6 hang tdng quat : « Tinh téng clia n sé hang d4u cia cap sb cong.

« Tdng cta n s6 hang dau « Giai quyét mot sb van dé thwc tién gan voi cap sé cong.

Mét nha hat cd 25 hang ghé véi 16 ghé &
hang thir nhat, 18 ghé & hang thir hai, 20 ghé
& hang thir ba va c tiép tuc theo quy luat do,
tlrc 12 hang sau nhiéu hon hang lién trwéc né
2 ghé. Tinh téng sé ghé cuia nha hat dé.

1. DINH NGHIA

) Ho1. Nhan biét cap s6 cong
Cho day s0 (u,) gom tat ca cac so tw nhién |é, xép theo thir tw tang dan.
a) Viét nam s6 hang dau cla day so.

b) Du doan céng thirc biéu dién sé hang u, theo s6 hang u,_,

. Cap so cong la mét day so (hiru han hay vé han), trong d6 ké tir s hang thir hai,
méi s6 hang déu bang s6 hang dwng ngay trwé'c nd cong vei mot sé khdng ddi d.

Sé d dwoc goi la cdng sai cua cap sé cong.
« Cap so ¢cong (u, ) voi cong sai d dwoc cho béi hé thire truy hoi

u,=u, ,+dvéinz2.
\ .

RY
ﬂ Day sbé khéng dbi a, a, a, ... ¢o phai la mét cap sé cong khéng?
) Vidu1. Cho cép sé cdng (u,,) ¢6 s6 hang dau u, =2 va cdng sai d = 3. Hay viét nam s hang

dau cla cép sbé cdng nay.

Giai

N&m sé hang dau clia cép sbé céng nay la:

=2, U= +d=2+3=5, Uy =U, +d =3+3=8,
U =, +d=8+3=11u, =u, +d=11+3=14.



) vi du 2. Chﬁo d?y S0 (u?) V6i U, = 5”.-_1' Chu’?g mmrj Pé chirng minh (u,) Ia mot cép s6
rang (un) la mot cap sO cong. Tim sO hang dau u, va  cong, hdy chirng minh hiéu hai sb
céng sai d cia no. hang lién tiép u, —u, , khéng doi.

Giai

Tacou, -u, ,=(5n—1)—-[5(n—1)-1]=5,véimoin>2.
Do d6 (u, ) la cap s6 cong c6 s6 hang dau u, =5-1-1=4
vacong said=>5.

) Luyén tip 1. Cho day s0 (u, ) v6i u, =—-2n+ 3. Chirng minh rang (v, ) la mét cap so cong.
Xac dinh s6 hang dau va coéng sai cua cap sb cong nay.

2. S0 HANG TONG QUAT
) 1o2. Céng thirc s6 hang téng quat cua cap sé céng

Cho cap s6 cong (u, ) v&i s6 hang dau u, va cong sai d.
a) Tinh cac s6 hang u,, us, u,, u; theo u, va d.

b) Dw doan cdng thirc tinh s6 hang téng quat u_ theo u, va d.

r N

Néu cap so cong (u, ) cé s6 hang dau u, va céng sai d thi s6 hang tong quét u,
cua noé duoc xac dinh theo ¢céng thirc
u, =t +(n-1)d.

L

) Vidu 2. Tim ndm s6 hang dau va so6 hang thir 100 ctia cap so cong (u, ): 10, 5, ...
Giai
Cap s6 cong nay c6 s6 hang dau u, =10 va cdng said=5- 10 = -5.
Do d6 nam sé hang dau la: 10, 5, 0, -5, —10.
S6 hang thir 100 1 g, = U, + (100 —1)d =10+99-(~5) = —485.

) Vidu 4. S6 hang thir 10 ctia mét cap s6 cong (u) bang 48 va s6 hang thtr 18 bang 88.

Tim s0 hang thir 100 clia cap s6 céng do.
Giai
Gia str u, 1a sb hang dau va d la céng sai cta cap sbé cong db. Ta co:

Uyg = U, +17d = 88.
Giai hé nay ta dwoc u, =3 vad=>5.
Vay sb hang thir 100 cla cép sb cong nay la u,y, = u, +99d = 3 +99 .5 = 498.
) Luyén tip 2. Cho day s6 (u,) v&i u, = 4n - 3. Chirng minh rang (u, ) la mét cap so cong.
Xac dinh s6 hang dau u, va cong sai d clia cap s cdng nay. Tlr d6 viét s6 hang tong quat u,,
duwéi dang u, =u, +(n—1)d.
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3. TONG n SO HANG PAU CUAMOT CAP SO CONG

) noz. Xay dwng céng thire tinh tébng n s6 hang dau cua cap s6 céng
Cho cap s6 cong (u, ) véi s6 hang dau u, va cong sai d.
Pé tinh téng cua n sé hang dau
S,=U+Uy +...+U, +U,,
hay lan lwot thuc hién cac yéu cau sau:
a) Biéu dién méi s6 hang trong téng S, theo sb hang dau v, va céng sai d.

b) Viét S, theo thir tw nguoc lai: S =u, +u, , +...+u, +u, va st dung két qua & phan a)
dé biéu dién méi sé hang trong téng nay theo u, va d.

¢) Cong tirng vé hai dang thirc nhan duoc & a), b), dé tinh S_ theo u, va d.

Cho cap so cong (u, ) voi cong sai d. Dat S, = u, +u, + ...+ u,. Khi d6
n
B =E[2u1 +(n-1)d].

Cha y. Str dung ¢dng thire u, =u, +(n—1)d, ta c6 thé viét tong S, dudi dang

s - n(u,+u,)
2

) Vi dus. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai. S6 ghé & méi hang cGia nha hét lap thanh mét cap sé céng, gdbm 25 sb hang, véi s
hang dau u, =16 va ¢dng sai d = 2. Tdng céac sb hang nay |a

S, =Uy +Uy+...+ Uy =%[2u1 +(25—1)d]=22—5[2-16+24-2]=1 000.

Vay nha hat d6 cé tbng céng 1 000 ghé.

) Vi du 6. Can lay tdng cla bao nhiéu sé hang dau cta cap sb cong 2, 5, 8, ... dé duoc két
qua bang 3457

Giai

Cép s6 cong nay c6 s6 hang dau u, =2 va cdng sai d = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau cla
cép sb cong can lay téng, ta co

n n
345=S, =E[2u1 +(n-1)d]= E[2-2+(n -1)-3] = (3n+1).

Do d6 3n° + n—690 = 0. Gidi phwong trinh bac hai nay ta dwoc n = —% (loai) va n=15.

Vay phai lay téng ctia 15 sé hang dau clia cap sé cdng da cho dé dwoc téng bang 345.

3 Vin dung. Anh Nam dwoc nhan vao lam viéc & mét cong ty vé céng nghé véi mire Iworng
khéi diém 1a 100 triéu dung mot nam. Cong ty sé tang thém lwong cho anh Nam moi nam
|a 20 triéu dong. Tinh tdng sé tién Iwong ma anh Nam nhan dwoc sau 10 ndm lam viéc cho
coéng ty do.
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(-. Goc céng nghé @ N\
Ki hiéu tdng X va cach tinh tbng bang may tinh cam tay
Cho day sbé (u, ). Téng n s6 hang dau cla day sb nay: S, = u, + u, + ...+ u, dwocki hiéu
n
ngan gon nhw sau: S, = > u, (ki hiéu X doc Ia xich ma).
k=1
Ta c6 thé sir dung may tinh cam tay dé tinh téng n sé hang lién tiép ctia mét day sé khi
biét céng thirc cua sb hang téng quét.

Chang han, cho déy sé (u,) ¢6 sé hang tng quat la u, = 3n + 1.
Pé tinh téng 35 sé hang dau cla day sb do, ta cé thé dung [ e : ]

may tinh cadm tay, nhan lan lwot cac phim: SHIFT —» x, [a]. ém}
Khi @ man hinh hién ra nhw hinh bén, lvu y rang giao dién

may tinh mac dinh 1a x, & day dwoc hiéu la n trong coéng thirc

sb hang téng quat.

Tiép theo ta nhap céng thirc s6 hang téng quéat vao trong ngoac
(), réi nhén  dé nhap gia tri dau tién cla x (& day 1a 1), sau d6
nhan T @& nhap gia tri cudi cung ctia x (trwéng hop nay la 35),
cudi cung nhan phim (). Khi d6, man hinh sé hién thi két qua .
can tinh nhw hinh bén.

B W &

gfaxu}

1925

BAITAP

2.8. Xac dinh cong sai, s6 hang thir 5, sé hang téng quat va sé hang thir 100 clia méi cép
sb cong sau:

a)4,9 14,19, ..; b)1,-1,-3,-5, ...

2.9. Viét ndm s6 hang dau ciia moi day s6 (u ) sau va xét xem no6 cé phai la cap so cdng
khéng. Néu day sé do 1a cép sbé cong, hay tim cong sai d va viét sb hang tbng quat cla
n6 dwéidang u, =u, +(n-1)d.

a) u,=3+5n, b) u, =6n -4, C)u =2, u,=u, .+n, du=2u,=u, ,+3.

2.10. Mot cép s6 cong co s6 hang th(» 5 bang 18 va s6 hang th(r 12 bang 32. Tim s6 hang
thir 50 cua cap s6 cong nay.

2.11. M6t cap s6 cdng c6 s6 hang dau bang 5 va cdng sai bang 2. Héi phai lay tong clia bao
nhiéu sé hang dau clia cap sé cong nay dé cé téng bang 2 700?

2.12. Gia ciia mét chiéc xe 6 t6 lic méi mua la 680 triéu ddng. Clr sau méi ndm sir dung,
gia tri clia chiéc xe 6 t6 giam 55 triéu déng. Tinh gia tri con lai cGia chiéc xe sau 5 nam
str dung.

2.13. M6t kién truc su thiét ké moét hoi tredng véi 15 ghé ngdi & hang thir nhét, 18 ghé ngdi
& hang thir hai, 21 ghé ngdi & hang thir ba, va cir nhu vay (sé ghé & hang sau nhiéu hon
3 ghé so voi s6 ghé & hang lién tredc nd). Néu mubn héi tredng dé cd sirc chiva it nhéat
870 ghé ngbi thi kién tric sw d6 phai thiét ké téi thiéu bao nhiéu hang ghé?

2.14. Vao nam 2020, dan s6 ctia mét thanh phé la khoang 1,2 triéu ngudi. Gia str méi nam,
dan so cua thanh pho nay tang thém khoang 30 nghin nguwoi. Hay woc tinh dan so cua
thanh phé nay vao nam 2030.
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CAP $O NHAN

K

THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG

« Cap sb nhan { « Nhan biét mét day sb 1a cAp s6 nhan.

« Cong boi i « @Giaithich cdng thirc xac dinh sé hang tng quét cia cép sé nhan.
« S6 hang téng quat i « Tinh tdng ctia n s6 hang dau cta cip sb nhan.

« Tong ctia nsé hang dau : « Giai quyét mét s6 van dé thyc tién gén voi cap sb nhan dé giai
mot sO bai toan lién quan dén thyc tién.

M6t cong ty tuyén mét chuyén gia vé céng nghé théng tin véi mirc lwong nam dau la 240
triéu déng va cam két sé tdng thém 5% lwong mbi ndm so véi nam lién trwdc d6. Tinh téng
s6 lwong ma chuyén gia d6 nhan dwoc sau khi lam viéc cho cong ty 10 ndm (lam tron dén

triéu déng).
1. DINH NGHIA
) < P
i ) Hay xéttiso
) #o1. Nhan biét cap s6 nhan Uy, 4

Cho day s6 (u,) v&i u, =3-2".
a) Viét nam sé hang dau cla day sb nay.

b) Dw doan hé thirc truy héi lién hé gitra u, va u, 4.

il N
X Cép s6 nhan la mét day sé (hLPu han hay vé han), trong do ké tir sé hang thu= hai,
méi sé hang déu la tich cua sé hang dwng ngay trdc noé véi mot sé khong déi q.

Sé g dworc goi la cong béi cla cap sb nhan.
- Cap s6 nhan (u, ) voi cong béi g dwoc cho béi hé thirc truy hoi
u,=u,1-qvéinz2.

\ .

\1
ﬂ Day s6é khéng dbi a, a, a, ... cd phai la mét cap s6 nhan khdng?

') Vidu1. Cho cép s6 nhan co6 sb hang dau u, =5 va cong bdi g = —2. Viét ndm sé hang dau
ctia cp s6 nhan nay.

Giai
Nam sb hang dau cta cép sb nhan nay la:
uy=5u,=u,-q=5-(-2)=-10, u3 =u, - g =(-10)-(-2) = 20,
U4 =U3 'q=20'(_2)=_40. US =U4 ‘q=(_40) '(_2)=80.
') Vidu2. Cho day s6 (u, ) voi u, = % Chirng minh rang day sé nay la mét cap sé nhan.

Xac dinh sé hang dau va céng bdi ctia né.



Giai Pé chirng minh day s6 (u,, ) gém céc
V&i moi n>2, ta co s6 khac 0 1a mét cap s6 nhan, hay
U, 1 3"% 1 chirng minh ti s6 Ln_ khéng déi.

un_1=3”"" 1 3

* ) 1 F . .
tire la u, =§-un 1 veimoin=2.

Vay (u,) 12 mét cAp sé nhan véi sé hang dau u, :3% 1

o " 1
va cong boi q =3

) Luyéntdp 1. Cho déy sé (u, ) voi u, = 2-5". Chlrng minh rang day s6 nay la mét cap s6 nhan.
Xac dinh s hang dau va céng bdi clia né.

2.50 HANG TONG QUAT

) o2, Cong thirc s6 hang tdng quat cua cap sé nhan
Cho cap s6 nhan (u,,) véi sé hang dau u, va céng bdi g.
a) Tinh céc sbé hang u,, us, U,, U, theo u, va q.

b) Du doan cdng thirc tinh s6 hang thir n theo u, va q.

Néu mét cép sb nhan co sé hang dau u, va cong béi g thi sé hang téng quat u_ cta nd
dwoc xac dinh béi cong thire
U, =u,-q" véinz2.

) Vidu 2. Tim n3m sé hang dau va sé hang thir 100 cta cép sé nhan: 8, -4, ...
Giai
Cép s6 nhan nay co s6 hang dau u, =8 va cong bdi q = _?f =——,
Do d6 nam sb hang dau la: 8, -4, 2, -1, -;-

: 99
S6 hang thr 100 1a: Uygq = Uy - §°° =8-[—%] =

) Vidu 4. Cho mét cap s6 nhan gém céc s6 hang dwong. Biét s6 hang thir 10 bang 1 536 va
sO hang th(r 12 bang 6 144. Tim s6 hang th(r 20 cua cap s6 nhan doé.
Giai
Gia slr u, 1a s6 hang dau va g la cdng bdi ctia cap s6 nhan da cho. Ta co:
[ =uy-q° =1 536
|tyy =1y -q"" =6 144.
Tir day suy ra g% = 4, tirc 1a g = 2 hodc g = 2.
Véi g = 2, ta tinh dwoc u, = 3.
Vi g = -2, ta tinh dwoc u, = -3 (trwdng hop nay loai vi u, > 0 theo gia thiét).



Dodéu,=3vag=2.
Vay s hang thir 20 clia clp sé nhan da cho 1a u,, =u,-q' =3.2" =1572 864.

) Luyén tip 2. Trong mét lo nudi cay vi khuan, ban dau cé 5 000 con vi khuan va sé lwong vi
khuan tang Ién thém 8% méi gi®. Héi sau 5 gi® thi sé lwong vi khuén la bao nhiéu?

3.TONG CUA n SO HANG DAU CUAMOT CAP SO NHAN

) Moz, Xay dwng céng thirc tinh tdng n s6 hang dau cua cap sé nhan
Cho cap s6 nhan (u,) véi s6 hang dau u, va cong béi q = 1.
Pé tinh téng cta n sé hang dau
S,=u+uUy +...+U, 1 +U,,
thwe hién lan lvot cac yéu cau sau:

a) Biéu dién mdi sé hang trong téng trén theo u, va g dé duoc biéu thire tinh téng S, chi
chira u, va q.

b) Twr két qua phan a, nhan ca hai vé véi g dé duoc biéu thire tinh tich g - S, chi chira u; va g.
¢) Trr trng vé hai dang thirc nhan dwoc & a va b va gidn woc cac sé hang déng dang dé
tinh (1-q)S, theo u, va q. Tir o suy ra cong thirc tinh S, .

Cho cap s6 nhéan (u, ) v&i cong bdi q #1. Dat S, = u, +u, +...+ u,. Khi G6
uy (1-q”)
S
1~

\1
g Néu cép sb nhan cé céng bdi g = 1 thi tdng n sé hang déu S, clia né bang bao nhiéu?

) Vi dus. Giai bai toan & tinh hubng mé déu.
Giai
Lwong hang ndm (triéu ddng) cla chuyén gia 1ap thanh mét cap sé nhan, véi sé hang dau

u, = 240 va cdng bdi g = 1,05. Téng sé lvong ctia chuyén gia d6 sau 10 ndm chinh |a tdng
cla 10 sé hang dau cuia cép sé nhan nay va bang

uy(1-9") 240[1—(1,05)"”]
1-¢  1-105

S-"'_]: '-"'-'3019

Vay téng sé lwong (Iam tron dén triéu déng) clia chuyén gia dé sau 10 ndm la 3 019 triéu
déng hay 3,019 ti déng.

) Vidu 6. Can lay tdng cla bao nhiéu sé hang dau cla cap sb nhan 2, 6, 18, ... dé duoc két
qua bang 7287



Giai
Cép s6 nhan nay c6 s6 hang dau u, = 2 va céng béi q = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau can
lay. Ta co
u,(1-9") 2(1-3"
728=S, =Uy +Uy +...+ U, = i(1-9") 2 )zs”—1.
1-qg 1-3

Tur day ta dwoc 3" =729=3% Suyran=6.
Vay phai lay 6 sé hang dau clia cap sé nhan da cho dé dwoc tdng bang 728.

» Van dung. M6t nha may tuyén thém cong nhan vao lam viéc trong théi han ba nam va dua ra
hai phwong an Iwa chon vé lwong nhuw sau:

— Phuwong an 1: Luwong thang khéi diém 1a 5 triéu dong va sau mdi quy, lwong thang sé tang
thém 500 nghin dong.

— Phwong an 2: Lwong thang khai diém |a 5 triéu dong va sau mdi quy, lwong thang sé tang
thém 5%.

Véi phuong an nao thi tdng lwong nhan dwoc sau ba nam lam viéc cha nguwdi cong nhan

sé lon hon?

BAITAP

2.15. Xac dinh cong bdi, s6 hang thir 5, s6 hang tong quat va s6 hang thir 100 ctia méi cap
sO nhan sau:
a)1,4, 16, py2 -1 1

2’8’
2.16. Viét nam sé hang dau ctia méi day sb (u,,) sau va xem noé co phai la cap s6 nhan
khéng. Néu né la cap sb nhan, hay tim cdng bdi g va viét cdng thirc s6 hang téng quat
clia né duéidang u, =u,-q""

a) u, =5n, b) u, =5"; c)u, =1, u, =nu, s d)u,=1u, =5u,

2.17. M6t cép s6 nhan ¢6 s6 hang thir 6 bang 96 va s6 hang thir 3 bang 12. Tim s6 hang
th(r 50 clia cap s6 nhan nay.

2.18. Mot cap s6 nhan co6 sb ‘hang dau bang 5 va cong béi bang 2. Hai phai lay téng ctia bao
nhiéu sé hang dau cla cap s6 nhan nay dé cé téng bang 5 115?

2.19. Mét cong ty xay dwng mua mét chiéc may Ui voi gia 3 ti ddng. Cr sau méi nam
sir dung, gia tri cta chiéc may Ui nay lai glam 20% so voi gla tri ciia nd trong nam lién
trwdc d6. Tim gia tri con lai cta chiéc may Gi d6 sau 5 nam st dung.

2.20. Vao nam 2020, dan s6 clia mét quoc gia 1a khoang 97 triéu nguwoi va toc 6 tang trueéng
dan s6 1a 0,91%. Néu téc d6 tang tredng dan sé nay dwoc gilr nguyén hang nam, hay
wée tinh dan sé cla qudc gia dé vao nam 2030.

2.21. Mét loai thude dwoc dung méi ngay mét 1an. Luc dau nong dé thudc trong mau cua
bénh nhéan tang nhanh, nhung méi liéu ké tiép cé tac dung it hon liéu trudc d6. Luong
thuéc trong mau & ngay thir nhat Ia 50 mg, va méi ngay sau dé giam chi con mét nira so
v&i ngay ké trwde dé. Tinh téng Iwong thude (tinh bang mg) trong mau ctia bénh nhan sau
khi dung thuéc 10 ngay lién tiép.



BAI TAP CUOI CHUONG I

A - TRAC NGHIEM

2.22. Khang dinh nao sau day la sai?
A. Mét day sé tang thi bi chan dudi.
8. Mét day s gidm thi bi chan trén.
C. M6t day s6 bi chan thi phai tang hodc giam.
D. M6t day sb khéng dbi thi bi chan.
2.23. Cho day sé

1, % % % ... (s6 hang sau bang mét nlra sé hang lién trdc nd).
Cong thirc sé hang téng quat clia day sé da cho |a
1Y’ (-’
A u,=[—|. B.u, = :
N (2) 8™
1 1\
U, =—. D.u,=|=| .
e B o u, (2)

2.24. Cho day s6 (u,) voi u, =3n + 6. Khang dinh nao sau day la ding?
A. Day s6 (u, ) la cap sb cong véi cong sai d = 3.
8. Day s0 (u, ) la cap s6 cdng véi cong sai d = 6.
C. Day s6 (u, ) la cap s6 nhan véi cong bdi g = 3.
D. Day s6 (u,,) la cap sb nhan voi cong bdi g = 6.
2.25. Trong cac day sb cho bdi cdng thirc truy héi sau, ddy s6 nao la cap sb nhan?
A uy=-1,U,,,=U B. uyy=-1u, =2u,.
C.uyy=—u, . =u,+2. D. yy=-1u,=u,-2.
2.26. Téng 100 s6 hang dau cla day s6 (u,) voi u, =2n-11a
A. 199. B 2% _4, C. 10 000. D. 9999



B-TU LUAN

2.27. T O gi& @én 12 gio trwa, chudng clia mét chiéc dong hd qua lac sé danh bao nhiéu
tiéng, biét rang né chi danh chuéng béo gi® va sé tiéng chudng bang sé gio?

2.28. Té bao E. Coli trong diéu kién nudi cay thich hop cir 20 phut lai phan d6i mét 1an. Hai
sau 24 gid, té bao ban dau sé phan chia thanh bao nhiéu té bao?

2.29. Chirng minh rang:

a) Trong mét cap s6 cong (u,, ), mdi s6 hang (trir s6 hang dau va sé hang cudi, néu co)
déu la trung binh cdng cua hai sb hang dirng ké véi nd, nghia la
_ Upq + Uy
2
b) Trong mét cap sb nhan, binh phwong ctia méi sé hang (trir sé hang dau va sbé hang
cudi, néu cb) déu la tich cia hai sé hang dlirng ké véi né, nghia la

2 .
U =Up_ U1 voi k = 2.

vOi k = 2.

Uy

2.30. Tim ba sé, biét theo thir ty d6 ching lap thanh cép sé céng va co téng bang 21, va néu
lan lwot cong thém cac sé 2; 3; 9 vao ba sé dd thi dwoc ba sé l1ap thanh mét cap sé nhan.

2.31. Mat san tang mét (tang trét) ciia moét ngdi nha cao hon mat san 0,5 m. Cau thang di tir
tang mét Ién tang hai gdm 25 bac, méi bac cao 16 cm.

a) Viét cong thirc dé tim dd cao cua bac cau thang thir n so véi mat san.
b) Tinh d cao cua san tél“lg hai so v&i mat san.

2.32. Mét hinh vudng mau vang ¢6 canh 1 don vi dai dwoc chia thanh chin hinh vuéng nhéd
hon va hinh vuéng & chinh giira dwoc t6 mau xanh nhw Hinh 2.1 M&i hinh vuéng mau
vang nhoé hon lai dwoc chia thanh chin hinh vuéng con, va méi hinh vuéng con & chinh
gitra lai dwoc td mau xanh. Néu qua trinh nay duoc tiép tuc Iap lai ndm lan, thi tdng dién
tich cac hinh vuéng duoc té mau xanh la bao nhiéu?

Hinh 2.1
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CHUONG IlI
cAc sO PAC TRUNG

PO XV THE TRUNG TAM CUA i
MAU SO LIEU GHEP NHOM '

C)' I&6p 10 ta & dwoc lam quen vai cac sb dac treng cla mau
so liéu khéng ghép nhém. Trong nhiéu trwdng hop, ta chl co
so lieu dwoi dang ghép nhom. Churong nay gioi thiéu vé mau
s liéu ghép nhom va cach tinh cac sé dac trwng do xu thé
trung tdm cho mau sb liéu nay.

MAU SO LIEU GHEP NHOM

THUATNGU
M3u s6 liéu ghép nhéom

| KIEN THU'C, KiNANG
.+ Doc va gidi thich mAu s6 liéu ghép nhom.
i« Ghép nhém mau so liéu.

Trong ki thi tét nghiép Trung hoc phd théng nam 2021 dot 1 cé 344 752 thi sinh d thi ca ba
mén Toan, Vat li, Hoa hoc (theo: vietnamnet.vn, ngay 26/07/2021). Gia st diém thi cua cac
thi sinh nay duoc cho trong bang so liéu sau:

STT Diém Toan Diém Vatli | DiémHoahoc | Téng diém
1 8,00 7,25 7,75 23,00
2 6,00 7,75 6,50 20,25
344 752 4,50 5,75 6,25 16,50

Cac trwéng dai hoc, cao dang tuyén sinh theo té hop A00 quan tam dén téng diém ba mén
cua cac thi sinh nay. Biéu dién day sé liéu vé tbng diém ba mén cla cac thi sinh nay thé nao

dé cac trwong thay duwoc blre tranh téng thé vé két qua thi?




1. G101 THIEU VE MAU SO LIEU GHEP NHOM
) uo1. Xét dir liéu cho trong tinh huéng mé dau.
a) Mau sé liéu vé tdng diém, ki hiéu la (T), cé bao nhiéu gia tri?

b) Néu lap bang tan sé cho mau sé liéu (T) thi cé dé hinh dung dwoc birc tranh téng thé vé
két qua thi khéng? Vi sao?

c) Mau sé liéu (T) dwoc mé ta dwdi dang bang thdng ké sau:

Téng diém <6 [6: 7) [7; 8) [28; 29) [29; 30]
Sé thi sinh 25 69 192 216 12

Hay doc va giai thich sé liéu dwoc biéu dién trong bang théng ké.

.
rfﬁ.ﬂélu s6 liéu ghép nhém la mau sé liéu cho dwédi dang bang tan sé cla cac nhém sb liéu.
M&i nhom sé liéu la tap hop gbm céc gia tri clia sbé liéu dwoc ghép nhém theo mét tiéu
chi xac dinh. Nhém sb liéu thuwong dwoc cho duéi dang [a; b), trong d6 a la dau mut tréi,
L b |a dau mut phai.
r

Nhan xét
« MAau sé liéu ghép nhém duwoc dung khi ta khéng thé thu thap dworc sé liéu chinh xac hodc
do y&u cau cla bai todn ma ta phai biéu dién mau s6 liéu dudi dang ghép nhdém @é thuan
loi cho viéc t6 chirc, doc va phan tich sé liéu.
« Trong mét sé trwdng hop, nhom s6 liéu cudi cung cé thé lay dau mut bén phai.
) Vidu 1. Mau sé liéu sau cho biét phan b theo dd tudi cla dan sé Viét Nam nam 2019.
Dudi 15 tudi Tir 15 dén duGi 65 tudi Tir 65 tudi trér 1én
2237 88> 65 420 451 7 416 651
(Theo Béo céo sb liéu tbng diéu tra dan sé ndm 2019)

a) Mau sé liéu da cho cé 1a mau sé liéu ghép nhém hay khéng?

b) Néu cac nhém va tan soé twong rng. Dan sé Viét Nam nam 2019 la bao nhiéu?

Giai

a) Mau sé liéu da cho la mau sé liéu ghép nhém.

b) C6 ba nhém la: Dwéi 15 tudi, Tir 15 dén duwdi 65 tudi, Tir 85 tudi tré 1én. Co 23 371 882 ngudi
dwdi 15 tudi; 65 420 451 nguoi tir 15 dén dwéi 65 tudi va 7 416 651 ngudi tir 65 tudi
tré lén.

Dan sé Viét Nam nam 2019 1a 23 371 882 + 65 420 451 + 7 416 651 = 96 208 984 ngudi.
) Luyén tip 1. Cho mau sb liéu ghép nhém vé thdi gian (phat) di tr nha dén noi lam viéc cha
cac nhan vién mét cong ty nhu sau:
Thi gian [15; 20) [20;25) [25;30) [30;35) [35;40) [40;45) [45; 50)
Sé nhan vién 6 14 25 37 21 J Fo 9

Poc va giai thich mau sé liéu nay.
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2. GHEP NHOM MAU S0 LIEU

) Ho2. Chi sé BMI (do bang w/h2, trong d6 w |a can nang don vi |a kildgam, h |a chiéu cao don
vi 1a mét) clia cac hoc sinh trong mét té dwoc cho nhu sau:

19,2 21,1

16,8

23,5 206

25,2

18,7

19,1.

M6t ngudri o chi sb BMI nhé hon 18,5 dwoc xem la thiéu can; tur 18,5 C[én dwdi 23 1a co can
nang li twéng so voi chiéu cao; tir 23 tré [én |a thira can. Hay 1ap mau soé liéu ghép nhém cho
mau sé liéu trén dé biéu dién tinh trang can nang so voi chiéu cao clia cac hoc sinh trong té.

r

Pé chuyén mau so liéu khong ghép
nhém sang méau sb lieu ghép nhém,
ta lam nhuw sau:
Buéc 1. Chia mién gia tri cia mau sb
liéu thanh mét sé nhom theo tiéu chi
cho trwéc.
Budc 2. Bém s gia tri cia mau sb liéu
thudéc mdi nhém (tan so) va lap bang
Lthrfmg ké cho mau sb liéu ghép nhém.

\I

« D6 daicianhom [a; b)la b - a.

« Khéng nén chia thanh qua nhiéu nhém hodc
qua it nhom. Cac nhém khdéng giao nhau, cac
nhom nén cd dd dai nhw nhau va tong do dai
cac nhom Ién hon khoang bién thién.

) Vi du 2. Bang thong ké sau cho biét théi gian chay (phat) ctia 30 van dong vién (VDV) trong

mot giai chay Marathon.

Thoi gian

129

130

133

134

135 | 136

138 | 141

142 | 143

144 | 145

Sé VBV

1 2

1 1

1 2

3 3

4

5

2

S

Hay chuyén mau sé liéu trén sang mau sb liéu ghép nhém gom sau nhém cd dd dai bang
nhau va bang 3.

Giai

Gia tri nhé nhat 1a 129, gia tri I&n nhat |a 145 nén khoang bién thién la 145 — 129 = 16.
Téng do dai clia sau nhom la 18. Dé cho thuan tién, ta chon dau mut tréi cia nhém dau tién
1a 127,5 va dau muat phai cGa nhém cudi cung 1a 145,5 ta dwoc cac nhom la [127,5: 130,5),
[130,5; 133,5), ..., [142,5; 145,5). Dém s6 gia tri thuéc mbi nhém, ta cé mau sé liéu ghép nhém

nhw sau:
Théi gian([127,5; 130,5)([130,5; 133,5)([133,5; 136,5)|[136,5; 139,5) [139,5; 142,5)|[142,5; 145,5)
S6 VBV 3 1 4 3 7 12

) luyéntip 2. Can nang (kg) cua 35 nguwdi tredng thanh tai moét khu dan cw dwoc cho nhw sau:

60

43 51

47 62 48 40 50 62 53 56 40

48 56 53 50 42 55

52 48 46 45 54 52 50 47 44 54 55 60 63 58 55 60 58 B&3.

Chuyén méu sé liéu trén thanh dang ghép nhém, cac nhém cé dé dai bang nhau, trong dé
co nhom [40; 45).




) Vin dung. Mét cong ty may quéan &o déng phuc hoc sinh cho biét c& 4o theo chiéu cao cua
hoc sinh dwoc tinh nhw sau:

Chiéu cao (cm) | [150;160) [160; 167) [167; 170) [170; 175) | [175; 180)
Co ao S M L XL XXL

Cong ty muén wéc lwong ti 1é cac c& 4o khi may cho hoc sinh I6p 11 d& do chiéu cao cla
36 hoc sinh nam khéi 11 clia mét trwdng va thu dwoc mau s liéu sau (don vi 1a centimét);

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.
a) Lap bang tan sé ghép nhém ctia mau sé liéu véi cac nhém da cho & bang trén.
b) Céng ty may 500 ao déng phuc cho hoc sinh I1&p 11 thi nén may s6 lwong do theo méi c&
la bao nhiéu chiéc?
BAITAP
3.1. Trong cac mau so liéu sau, mau nao la méau sé liéu ghép nhém? Doc va giai thich mau
sé liéu ghép nhom do.

a) Sé tién ma sinh vién chi cho thanh toan cwéc dién thoai trong thang.

Sé tién (nghin doéng) [0; 50) [50; 100) | [100; 150) | [150; 200) | [200; 250)

S6 sinh vién 5 12 2 17 3

b) Théng ké nhiét d6 tai mét dia diém trong 40 ngay, ta co bang sb liéu sau:

Nhiét d6 (°C) [19; 22) [22; 25) [25; 28) [28: 31)

Sé ngay 7 15 12 6

3.2. S6 san pham méi céng nhan lam dwoc trong mét ngay duoc cho nhuw sau:
18 26 39 12 54 27 46 25 19 8 36 22
20 19 17 44 5 18 23 28 25 34 46 27 16.
Héay chuyén méau sé liéu sang dang ghép nhém véi sau nhém coé dé dai bang nhau.

3.3. Théi gian ra san (gio) cia mét sd cuwu cau thi & gidi ngoai hang Anh qua céac thdi ki
dwoc cho nhw sau:

653 632 609 572 565 535 516 514 508 505 504 504 503 499 496 492.
(Theo https./www.premierleague.com)

Hay chuyén mau sé liéu trén sang dang ghép nhém véi bay nhém co do dai bang nhau.
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CAC SO PAC TRUNG
PO XU THE TRUNG TAM

THUATNGU | KIEN THU'C, Ki NANG

« S6 trung binh : + Tinh cac s6 d&c trung do xu thé trung tdm ciia mu s liéu ghép nhom.
« Trung vi i« Hiéu y ngha, vai trd ctia cac sb dac trung ciia mau sé liéu thyc té.

- T phanvi

+ Mot

Mét clra hang da ghi lai sb tién ban xang cho 35 khach hang di xe may. Mau sé liéu gbc ¢co
dang: x,, X,,..., X45 trong d@o x; la so tién ban xang cho khach hang thir i. Vi mét li do nao d@o,
ctra hang chi c6 mau sé liéu ghép nhém dang sau:

Sé tién (nghin déng) [0: 30) [30; 60) 160; 90) [90; 120)
Sé khach hang 3 15 10 7

Bang 3.1. Sé tién khach hang mua x3ng

Dya trén méu sé liéu ghép nhom nay, 1am thé nao dé wéc lwong cac sé dac trung do xu thé
trung tdm (s6 trung binh, trung vi, t&¢r phan vi, mét) cho mau sé liéu gbc?

Chung ta cung tim hiéu van dé nay!

1. SO TRUNG BiNH CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM

) Ho1. Khao sat thoi gian tw hoc clia cac hoc sinh trong I6p theo  MG6i ngay em tw hoc trong
mau bén. bao nhiéu gio?
g a2 . . A , , A.Dwéi 1,5 gio.
a) Hay lap bang théng ké cho mau sb liéu ghép nhém thu dwoc. g Ty 1,5 git dén dudi 3 gior.
b) C6 thé tinh chinh x&c théi gian tw hoc trung binh clia cachoc ~ © T 3 gio dén duoi 4,5 gio.
sinh trong 16/p khéng? D. Tl 4,5 gio tro 1€n.

c) Cé cach nao tinh gan ddng thoi gian ty hoc trung binh clia cac
hoc sinh trong 1&p dwa trén mau sé liéu ghép nhém nay khéng?

Cho mau sé liéu ghép nhém

Nhom [a; a,) [@;; a;.4) (2, a,.q)
Tan sb m, m, m,
Bang 3.2
- .
Sé trung binh cla mau sé liéu ghép nhém la x.
7o MXit ot mX,
n
trong d6 n=m, +...+ m, 1a c& mau va x, =a“+—2ﬂ“1
; (véii=1, ..., k) la gia tri dai dién cua nhom [a; a,.). )




Cha y. Déi voi sb liéu roi rac, ngudi ta thuong cho cac nhém dwdi dang k, - k,, trong dé
ky, k, € N.Nhém k- k, dwoc hiéu 1a nhém gém cac giatri k., k, + 1, ..., k,. Khi do, ta c&n hiéu
chinh mau dir liéu ghép nhém dé dwa vé dang Bang 3.2 trwdc khi thue hién tinh toan céac
s6 d&c trung bang cach hiéu chinh nhém k, -k, v&i ky, k, € N thanh nhém [k, - 0,5; k, +0,5).
Chang han, véi di liéu ghép nhém diém thi mén Toan trong Bang 3.3 sau khi hiéu chinh ta

duwoc Bang 3.4.

piém thi 1-4 5-7 | 810 Piém thi [0,5:4,5) | [4,5:7,5) | [7,5; 10]
S6 hoc sinh 5 20 10 S6 hoc sinh 5 20 10

Bang 3.3 Bang 3.4

» Vidu1. Tim can nang trung binh cua hoc sinh I&6p 11D cho trong Bang 3.5.

Can nang (kg) | [40,5; 45,5) |[45,5; 50,5)|[50,5; 55,5)|[55,5; 60,5) | [60,5; 65,5)|[65,5; 70,5)
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Bang 3.5. Cén ndng cua hoc sinh Iop 11D
Giai
Trong mdi khodng can nang, gia tri dai dién la trung binh cdng cta gia tri hai d&u mut nén ta
c6 bang sau:

Cannang (kg)| 43 48 53 58 63 68
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Téng s6 hoc sinh 1a n = 42. Can nang trung binh cla hoc sinh I&p 11D 14

v 10-43+7-48+16-53+4-58+2-63+3-68 <5181 (ka).
42
) tuyén tip 1. Tim hiéu thoi gian xem ti vi trong tun trudc (don vi: gio) clia mét sé hoc sinh
thu dwoc ket qua sau:

Thoi gian (gio) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15; 20) [20; 25)
Sé hoc sinh 8 16 4 2 2

Tinh théi gian xem ti vi trung binh trong tuan trwé'c cia cac ban hoc sinh nay.

Y nghia. Sé trung binh ctia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho sé trung binh ctia mau sé liéu
géc, né cho biét vi tri trung tdm clia mau s6 liéu va cé thé dung dé dai dién cho méau sé liéu.

2. TRUNG VI CUAMAU SO LIEU GHEP NHOM
) 1o2. Cho mau sb liéu ghép nhém vé chiéu cao cla 21 cay na giéng.

Chiéu cao (cm) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15; 20)
Sé cay 3 8 7 3

Goi x,, X,, ..., X,, la chiéu cao cta cac cay gidng, da duoc sap xép theo thir ty tang dan.
Khi @6, x., ..., x; thudc [0; 5), x,, ..., X, thudc [5; 10), ... Héi trung vi thuéc nhém nao?




Cho méu sé liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

Pé tinh trung vi clia mau sé liéu ghép nhém, ta lam nhw sau:
Budc 1. Xac dinh nhém chira trung vi. Gia str d6 la nhom thwr p: [a,; a,, ).

g—(m +oetm, )

Buéc 2. Trung vila M, =a, + — (81— 8p,),
p

trong d6 nla c& méu, m_|a&tan so nhém p. Véip =1, taquy wécm, +... +m, ,=0.

>

) Vi du 2. Thoi gian (phut) truy cap Internet méi budi tdi clia mét sé hoc sinh dwoc cho trong

bang sau:

Thoi gian (phat) | [9,5; 12,5) | [12,5; 15,5) | [15,5; 18,5) | [18,5; 21,5) | [21,5; 24,5)

Sé hoc sinh 3 12 15 24

2

Tinh trung vi ctia méau sé liéu ghép nhom nay.
Giai

Comaulan=3+12+15+24+2=56.

Goi x,, ..., X, |1a th&i gian truy céap Internet cua 56 hoc sinh va gia sir day nay da duoc sap

xép theo th(r tw ting dan. Khi d6, trung vi 13 % Do hai gia tri x,,, x,, thudc nhém

[15,5; 18,5) nén nhom nay chira trung vi. Do d6, p=3; a,=155 m, =15, m,+ m,=3+12=15;

a4-33=3vataco

26 15
M, =155+ -2 .3-18,1.
15
Toc d@d v (km/h) | Sé lan
) Luyén tdp 2. Ghi lai toc d6 bong trong 200 lan giao bong clia 150 <v <155 18
mot van dong vién n:mn c'quén vot cho két qua nhw bang ben. 155 < v < 160 8
Tinh trung vi caa mau s0 liéu ghép nhém nay. 160 < v <165 35
Y nghia. Trung vi ctia mau sé liéu ghép nhém xép xi cho 165 <v <170 43
trung vi ctia n:nﬁu sé liéu gbc, n6 chia mau sé liéu thanh hai 170<v <175 41
phan, mbi phan chira 50% gia tri. 175 <v <180 35

3. TU PHAN VI CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM  Véittr phan vi @, Q,, @, lén
ot c6 25%, 50%, 75% s

) w02, Voi mau sbé liéu ghép nhém cho trong HD2, hay cho gia trinhd hon Q,, Q,, Q..

biét tlr phan vi thir nhat Q, va tor phan vi thir ba Q, thudc
nhém nao.

Cho méu s6 liéu ghép nhém nhw Bang 3.2.




r’_ ™\
Pé tinh tir phan vi thir nhat Q, cta mau sé liéu ghép nhom, trudc hét ta xac dinh nhém

chira Q,, gid str 6 la nhém thir p: [a,; a,,). Khido,

L (m +.+m )

R 1 mw P1

Q1 =a.0 T 4 m '(apn _ap).
p

trong @6 n la c& mau, m_1a tan s6 nhém p, véip=1taquy wécm, +..+m _ =0.

Pé tinh tir phan vi thir ba Q, ciia mau sb liéu ghép nhém, trudc hét ta xac dinh nhém
chua Q,. Gia str d6 1a nhém thir p: [a; a, ). Khi G0,

3
;—(n"q totm, )

m, '(apﬂ —4ap )

szap+

trong d6 n la c& mau, m, Ia tan s6 nhém p, véip =1 taquy uécm, +...+m, _, =0.

Ttr phan vi thi hai Q, chinh |a trung vi M..
\ J

) Vidu 3. Tim t& phan vi thtr nhat Q, va tr phan vi thir ba Q, clia mau so liéu ghép nhém cho
trong Vi du 2.
Giai
C& méulan=56.
TG phan vi tht nhét Q, 12 % Do x

o X;5 @8u thudc nhom [12,5; 15,5) nén nhom nay

chraQ,.Dodo, p=2;a,=125;m,=12;,m =3;a,-a,=3vataco
56

23 3
4
=20 -3 =15,25.
Q, + 5

V6i t phan vi thi ba Q, 1a 242748 Do x,, x,, d&u thudc nhom [18,5; 21,5) nén nhém nay

chttaQ,. Dodo, p=4;a,=185 m,=24,m +m,+m,=3+12+15=30,a,—a,=3 vatacd

3 -456 -
:1 * = 2 5
Q; =185+—4——3=20

, r-n
Nhan xét. Ta cling co6 thé xac dinh nhém chira t&r phan vi thl r nhé tinh chét: cé khoang (T]

gia tri nhé hon tlr phan vi nay.

) Luyén tip 3. Tim t& phan vi thir nhat va t& phan vi thir ba cho mau sé liéu ghép nhém &
Luyén tap 2.
Y nghia. Céc t&r phan vi cia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho cac tir phan vi cia mau
sé liéu gbc, chung chia mau sé liéu thanh 4 phan, méi phan chira 25% gia tri.



4.MOT CUA MAU S0 LIEU GHEP NHOM

) w04, Voi sb liéu cho trong Luyén tap 1:

a) Cé thé tim duoc gia tri chinh xac cho mét ciia méau sé liéu gbc vé thoi gian xem ti vi cla
hoc sinh khéng?

b) Mét thuéc nhém nao 1a hop li nhat? Nén lay sé nao trong nhom dé wéc lvong cho mét?
Cho méu sé liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

Dé tim mébt ctia mau sé liéu ghép nhom, ta thye hién theo cac budc sau:
Bude 1. Xac dinh nhém cé tan so Ién nhat (goi 1a nhém chira mat), gia stk lanhomj: [a; a,,).
m,-m,

Buéc 2. Mot duoc xac dinh la: M, = a; + -h

(m; —my )+ (m;—m;,,)

trong G6 m la tan s6 ctia nhém j (quy wéc m, = m, , = 0) va h la 46 dai ctia nhém.

L -

Lwu v. Nguéi ta chi dinh nghia mét cho mau
ghép nhém cé d6 dai cac nhém bang nhau.
M6t mau co6 thé khéng cé mét hodc cod nhiéu
hon mét mét.

Khi tan s6 ctia cac nhém so liéu bang nhau
thi mau sd liéu ghép nhém khéng c6 mét.

) Vidu 4. Bang sé liéu ghép nhém sau cho biét chiéu cao (cm) ctia 50 hoc sinh 16p 11A.

Khoang chigu cao (cm) | [145; 150) | [150: 155) | [155: 160) | [160; 165) | [165; 170)
$6 hoc sinh 7 14 10 10 9

Tinh mét cia mau sé liéu ghép nhém nay. Co thé két luan gi tir gia tri tinh dwoc?

Giai

Tan s6 16n nhét 1a 14 nén nhém chira mét 1a nhém [150; 155). Taco, j= 2, a,= 150, m,= 14,
m,=7, m,=10, h="5. Do d6

M, =150 + — 21

(14-7)+(14-10)
S6 hoc sinh cé chiéu cao khoang 153,18 cm la nhiéu nhét.

-5 ~153,18.

) Luyén tip 4. Thoi gian (phut) d& hoc sinh hoan thanh mét cau hai thi dwoc cho nhu sau:

Thoi gian (phat) | [0,5: 10,5) | [10,5: 20,5) | [20,5; 30,5) | [30.5: 40,5) | [40.5: 50,5)
Sé hoc sinh 2 10 6 4 3

Tim mét ctia mau so liéu ghép nhém nay:.

Y nghia. Mét clia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho mét ctia mau s6 liéu goc, n6 dwoc ding
dé do xu thé trung tdm cta méau sé liéu.

) Vin dung. Hay tinh cac sé dac trieng cho mau sé liéu trong Bang 3.1 va giai thich y nghia cla
cac gia tri thu duoc.
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BAITAP

3.4. Quang duwong (km) tlr nha @én noi lam viéc cla 40 céng nhan mét nha may duoc ghi

lai nhuwr sau:
5 3

797 8 35 12 15 18

10 20 25 11 13 7 12 31 19 10 12 17 18 11 32 17 16 2
312 14 2 9 6 15 15 7 6 12

a) Ghép nhém day sé liéu trén thanh cac khoang cé dé réng bang nhau, khoang dau tién
la [0; 5). Tim gia tri dai dién cho mdi nhém.

b) Tinh sb trung binh clia mau sé liéu khéng ghép nhém va mau sé liéu ghép nhom.

Gia tri nao chinh xac hon?

c) Xac dinh nhém chira mét ciia mau sé liéu ghép nhém thu duoc.

3.5. Tudi tho (ndm) cla 50 binh ac quy 6 té dwoc cho nhw sau:

Tudi tho (nam)

[2; 2,5)

[2,5; 3)

[3; 3.5)

[3.5; 4)

[4; 4.5)

[4.5; 5)

Tan sé

4

9

14

11

a) Xéac dinh moét va giai thich y nghia.
b) Tinh tudi tho trung binh clia 50 binh &c quy 6 té nay.

3.6. Diém thi mén Toan (thang diém 100, diém dwoc lam tron dén 1) cua 60 thi sinh duoc
cho trong bang sau:

Diém 0-9 10-19 20-29 30-39 40- 49
Sé thi sinh 1 2 4 6 15
Piém 50 - 59 60 - 69 70-79 80 - 89 90 - 99
S6 thi sinh 12 10 6 3 1

a) Hiéu chinh dé thu dwoc mau sé liéu ghép nhém dang Bang 3.2.

b) Tim cac t&r phan vi va giai thich y nghia ctia chung.

S.7: Phong van met &0 hoc sinh khos 11 vé Thoi gian| Sé hoc sinh | Sé hoc sinh
thoi gian (gio) ngu cta mét budi tdi, thu (Qi®) ety i
dwoc bang so liéu & bén. g
a) So sanh thoi gian ngu trung binh cua [4; ) S 4

cac ban hoc sinh nam va nir. [5; 6) 10 8
b) Hay cho biét 75% hoc sinh khéi 11 ngl [6; 7) 13 10
it nhat bao nhiéu gid. [7: 8) 9 11
[8; 9) 8




e Em cé biét? e

Ta c6 thé sir dung phan mém GeoGebra dé tinh cac tir phan vi cia mau sb liéu ghép
nhom dang Bang 3.2 theo cac buéc sau day:

Buée 1. Lap bang tan sé tich luy dang sau:

Nhom

<a

.| (3 @)

[2;; a;,4)

[8k: 8y.1)

Tan s6 tich luy 0

¢

c

|

c

K

@, chinh la t phan vi thir ba.

trong d6 ¢; = m, + ...+ m;_, la tan sé tich luy.

Q,: n , VOi n la ¢& mau, Q, chinh la t&r phan vi thir nhat.
"7 1 P

Buée 2. V& db thi tan sé tich luy bang cach néi cac diém lién tiép M, (a,; 0), M,(a,; ¢;), ...,
Mkﬂ(akl'l; ck )

Bude 3. Qua diém A,[U; E-J vé tia song song véi Ox, cat dé thi tan sé tich Iuy tai

Qua diém A, [U; %] vé tia song song v&i Ox, cat do thi tan soé tich luy tai B, [02; %)
Q, chinh la t& phan vi thir hai.

Qua diém A, [0; 37:) vé tia song song v&i Ox, cat do thi tan soé tich luy tai B, (03; %}

Chang han, v&i mau sé liéu ghép nhém cho trong Vi du 2 ta cé bang tan sé tich luy:

\

Nhém <9.5|[9,5: 12,5) | [12,5: 15,5) | [15,5: 18,5) |[18,5: 21,5)|[21,5: 24,5)
Tan sé tich luy| O 3 15 30 54 56
S{r dung phan mém GeoGebra ta ¢é Hinh 3.1.
y A
M5 M6
A3 = (0, 42)
203 B3 = (20, 42)
4A2=(0,28) -
B2 = (18.1, 28)
20 ¢
$A1=(0,14) M3
B1 = (15.25, 14)
M1
- - - - -
0 5 10 15 20 25 x
Hinh 3.1
_ Tir hinh vé ta c6 @, =15,25; Q, =18,1 Q; = 20. |




BAI TAP CUOI CHUONG III

A - TRAC NGHIEM

Khao sat thdi gian tap thé duc trong ngay cia mét sé hoc sinh khéi 11 thu dworc mau sé liéu
ghép nhém sau:

Thoi gian (phat) | [0: 20) [20: 40) [40; 60) [60; 80) (80: 100)
Sé hoc sinh 5 9 12 10 6
Bang 3.6
3.8. Gia tri dai dién cua nhém [20; 40) |a
A. 10 B. 20. G- 30. D. 40.
3.9. M&u sb liéu ghép nhém nay cé sé mét 1a
A.O. B. 1. C.2 D. 3.
3.10. Nném chira mét clia mau sb liéu nay la
A. [20: 40). 8. [40: 60). C. [60: 80). D. [80; 100).
3.11. Nhém chira tir phan vi thir nhat 1a
A. [0; 20). 8. [20; 40). C. [40; 60). D. [60; 80).
3.12. Nhém chira trung vi 12
A [0 20). 8. [20: 40). C. [40: 60). D. [60: 80).
B-TU LUAN
3.13. Co cau dan s6 Viét Nam nam 2020 theo dé tudi dwoc cho trong bang sau:
Db tudi Duéi 5 5-14 15-24 25-64 Trén 65
Sé nguoi (triéu) | 7,89 14,68 13,32 53,78 7,66
(Theo http//ourworldindata.org)
Chon 80 |a gia tri dai dién cho nhém trén 65 tudi. Tinh tudi trung binh clia ngudi Viét Nam
nam 2020.
3.14. Nguoi ta ghi lai tudi tho clia mét sé con ong cho két qua nhw sau:
Tudi tho (ngay) |  [0: 20) [20: 40) [40; 60) (60; 80) | [80: 100)
Sé lwong 5 12 23 31 29

Tim mét cia mau sé liéu. Giai thich y nghia cta gia tri nhan duworc,

3.15. Mét bang xép hang da tinh diém chuén hoa cho chi sé nghién clru clia mét sé trudng
dai hoc & Viét Nam va thu dwoc két qua sau:

Piém Duwéi 20 | [20: 30) [30; 40) | [40; 60) [60:; 80) | [80: 100)
Sé truwong 4 19 6 2 3 1

Xac dinh diém ngwéng dé dwa ra danh sach 25% trudng dai hoc c6 chi sé nghién clru tét

nhéat Viét Nam.



CHUONG IV

QUAN HE SONG SONG
TRONG KHONG GIAN

O céac I6p dwéi, ta da hoc vé Hinh hoc phang, mén hoc nghién ciru tinh chat cla cac hinh
trong mat phang nhu hinh tam giac, hinh t& giac, hinh tron, ... Tuy nhién, cac vat thé thwong
gap trong thuc té ddi séng nhu hép phan, cuc tay, chan gidy la cac hinh trong khéng gian.
Mét sb tinh chét clia nhirng hinh nay da dwoc gi¢i thiéu va thira nhan trong phan Hinh hoc
trwc quan. Trong chuong nay, ta sé tiép tuc hoc vé Hinh hoc khéng gian, mén hoc nghién
ctru tinh chét cla cac hinh trong khéng gian dwa trén cac lap luan toan hoc logic va
chat ché. Néi dung chinh cla chwong lién quan dén dudng thang, mat phang trong khéng
gian va vi tri twong déi gitra chung.

Hinh hoc khéng gian dong vai ro quan trong trong xay dung va dd hoa nhw vé& ki thuét, in 3D,
thiét ké voi sw ho tro cda may tinh CAD (Computer Aided Design).

227 () ) PUONG THANG VA MAT PHANG

TRONG KHONG GIAN

THUATNGU . KIEN THU'C, KINANG

« Mat phang .« Nhan biét cac quan hé lién thudc co ban giiva diém,
« Piém thudc mat phing . duong thdang, mat phang trong khéng gian.

« C4c diém ddng phing .+ M6 ta ba céch xéc dinh mét phéng.

Giao tuyén ctia hai mat phang i * X&c dinh giao tuyén cla hai mét phang, giao diém cua

Hinh chép va hinh tir dign | duongthang va matphang.

.+ Nhén biét hinh chép va hinh t& dién.

.« M6 ta mét s& hinh anh trong thwe tién co lién quan dén
dwérng thang, mat phang trong khdng gian.

Piém, dwdng thang va méi quan hé lién thudce gilra hai dbi twong hinh hoc nay da duoc
gi¢i thiéu trong Hinh hoc phang. Bai nay tiép tuc trinh bay mét déi twong hinh hoc khac
la mat phang, déng th&i nghién clru mébi quan hé lién thudc gitra diém, duwong thang voi
mat phang.

-




1. KHAI NIEM MO PAU

Mat bang, man hinh may tinh hay mat nwéc Iic tinh 1ang & mét s6 hinh &nh vé mét phan clia
mat phang. Mat phang khéng cé bé day va khéng cé gi¢i han.

Chuy

— Dé biéu dién mat phang ta thwéng dung mét hinh
binh hanh va viét tén clia mat phang vao mét goc
clia hinh. Ta cling c6 thé sir dung mot goc va viét oL
tén clia mat phang & bén trong goc dé. Hinh 4.1

— Pé ki hiéu mat phang ta dung chi cai in hoa hoac chir cai Hy Lap dat trong d&u ngoac ( ).

Trong Hinh 4.1, ta cé6 mat phang (P) va mat phang (a.).
\B
\.
P %
\
b)

Hinh 4.2

g Hay tim mét sé hinh anh clia mat phang trong thuec té.

) Ho1. Cham phat dén trén san
béng da cho ta hinh anh vé mét
diém thudc mét mat phang.
Hay tim thém cac vi du khac
cling goi cho ta hinh anh dé.

a)

' il N

— Diém A thudc mat phang (P), ki hiéu A e (P).
— Diém B khéng thuéc mat phang (P), ki hiéu B ¢ (P).
Néu A < (P) ta cdn néi A nam trén (P), hoac (P) chira A, hoac (P) di qua A.

Ny "

Chu v. Bé nghién ctru hinh hoc khong gian, ta thwong vé cac hinh G6 len bang hoac Ién giay.
Hinh v& d6 dwoc goi 1a hinh biéu dién ctia mét hinh khéng gian. Hinh biéu dién clia mot hinh
khéng gian can tuan thi nhirng quy tac sau:

— Hinh biéu di&n clia duwéng thang la dwéng thang, clia doan thang |a doan thang.

— Hinh biéu dién cta hai dwong thang song song Ia hai
dwdng thang song song, cua hai dwéng thang cat nhau la
hai dwong thang cat nhau.

— Hinh biéu dién gitr nguyén quan hé lién thudc gitra diém
va duong thang.

— Dung nét vé lién dé biéu dién cho dwdng nhin thdy va nét  Hinh 4.3. Hinh biéu dién coa

dlrt doan dé biéu dién cho dwéng bi che khuéat. hinh chép tam gidc déu va
hinh lap phuong

Cac quy tac khac sé dwoc hoc & phan sau.



2.CAC TiNH CHAT THU’ A NHAN

) w2, Chiéc xa ngang dat twa lén hai diém A, B cla tru nhay B
thé hién hinh anh ctia mét dwéng thang di qua hai diém doé. Al —1
Cé thé tim duoc mdt duong thang khac cling di qua hai
diém A, B hay khéng?

[Cé mét va chi mét dwéng thang di qua hai diém phan biét. } “-

M
g Cé bao nhiéu dwéng thang di qua hai diém trong sé ba diém khéng thang hang?

) wo3. Trong Hinh 4.4 1a mot khdi rubik c6 bon dinh va bon mét,
moi mat la mot tam giac.
a) Dat khéi rubik sao cho ba dinh cia mat mau dé déu nam
trén mat ban. Khi d6, mat mau dé cla khéi rubik c6 nam
trén mat ban hay khéng?

b) Cé thé dat khéi rubik sao cho bén dinh clia né déu nadm

trén mat ban hay khéng?
Hinh 4.4

C6 mét va chi mét mat phang di qua ba diém khong
thang hang.

[T&n tai bén diém khéng cung thuéc mét mat phang. J

Nhan xét. Mt mat phang hoan toan xac dinh néu biét ba
diém khong thang hang thudc mat phang 6. Ta ki hiéu mat
phang di qua ba diém khong thang hang A, B, C |la (ABC). g : T TR
Néu c6 nhiéu diém clng thuéc mét mét phang thi ta néi G;;:;g?giﬁ:?g?ﬁ;C(;?jZ?Jge
nhirng diem d6 dong phédng. Néu khéng ¢6 mat phang to I6n caa Viet Nam.
nao chira cac diém dd thi ta néi nhirng diém dd khéng |

déng phang.

KT
g C6 bao nhiéu mat phang di qua ba diém thang hang?

) Vidu1. Cho bon diém A, B, C, D khéng déng phang (H.4.5). 2
C6 bao nhiéu méat phang di qua ba trong sé bén diém da cho?
Giai
Cé 4 mat phang di qua ba trong s6 bén diém da cho, d6 1a A C
cac mat phang (DAB), (DAC), (DBC) va (ABC).

) Luyén tip 1. Cho tir giac ABCD. C6 bao nhiéu mat phang di

qua ba trong s6 bén dinh cua t&r giac d6? -

Hinh 4.5

) Vin dung 1. Hay giai thich tai sao trong thuc tién cé nhiéu d6 vat duoc thiét ké gom ba chan
nhw chan & may anh, gia treo tranh, kieng ba chan treo ndi, ...

72



) noa. Cang mét soi day sao cho hai dau clia soi day nam trén
mat ban. Khi do, soi day c6 nam trén mat ban hay khéng?

Néu mot dwcng thang CO hai diém phan blet thudc motw
mat phang thi tat ca cac diém clia dwong thang déu thude J

mat phang do.

Chua v. Néu moi diém cta dwéng thang d déu thudc mat phang (P) thi ta néi duwéng thang d
nam trong (P) hoac (P) chira d. Khi d6 ta ki hiéu Ia d — (P) hoac (P) > d.

) Vidu2. Cho tam giac ABC va mét diém M thudc dwéng thang BC (H.4.6).
a) Diém M co thudc mat phang (ABC) hay khéng?
b) Buwdng thang AM c6 nam trong méat phang (ABC) hay khéng?
Giai
a) Buong thang BC co hai diém phan biét B, C thudc mat phang

(ABC) nén dudng thdng BC nam trong mat phang (ABC).
Vi M thuéc dwdng thang BC nén M thudc mat phang (ABC). B C M

b) Dudng thang AM co6 hai diém phan biét A, M thudc mat phang Hinh 4.6
(ABC) nén dudng thang AM ndm trong mat phang (ABC).

) Luyén tip 2. Trong Vi du 2, 1ay diém N thudc dwdng thang AB sao cho N khac M. Puédng thang
MN c6 thuéc mat phang (ABC) hay khong?

» HD5. Trong Hil:lh 4.7, mat nwéc va thanh bé co giao nhau
theo dwdong thang hay khéng?

Néu hai mat phang phan biét co diém chung thi cac diém %<
chung cuia hai méat phang la mét dwéng thang di qua diém
chung dé.

Hinh 4.7

Chu y. Budng thang chung d (néu c6) ctia hai mat phang phan biét (P) va (Q) droc goi 1
giao tuyén cua hai mat phang dé va ki hiéu lad = (P) » (Q).



) Vi du 3. Cho tam gidc ABC va mét diém S khéng thudc

mat phang (ABC). Goi M, N 1an lwot la trung diém cla cac
doan thang AB, AC (H.4.8).

a) Chi ra mét diém chung ctia hai mat phang (SBN), (SCM)
va khac diém S.

b) Giao tuyén cla hai mat phang (SBN) va (SCM) ¢é di qua
trong tam cua tam giac ABC hay khéng?

Giai

a) Trong tam giac ABC, hai duéng trung tuyén BN va CM
cat nhau tai trong tdam G cuia tam giac. Piém G thudc BN
nén cling thudéc mat phang (SBN). Biém G thuéc CM nén
cling thudc mat phang (SCM). Vay G la mét diém chung
cla hai mat phang (SBN) va (SCM).

b) Vi S, G la hai diém chung cutia hai mat phang (SBN) va
(SCM) nén giao tuyén cla hai mat phang nay la duwdng
thang SG. Pudng thang nay di qua trong tdm G cua
tam giac ABC.

Nhan xét. Hai dwdng trung tuyén trong mét tam giac cat

nhau tai trong tdm chGa tam giac 1a mét tinh chat da dwoc

hoc trong hinh hoc phang. Trong vi du trén, tinh chat nay da
duoc ap dung cho tam gidc ABC trong mat phang (ABC).

Trong trwng hop tbng quat, ta cé tinh chét sau:

Hinh 4.8

Dé xac dinh giao tuyén cua hai
mat phang, ta tim hai diém cung
thudc ca hai mat phang doé.

[Trén mdi méat phang, tat ca cac két qua da biét trong hinh hoc phang déu dung. ]

) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hdy xac dinh giao tuyén cQa hai méat phang (SBM) va (SCN).

3.CACH XAC BINH MOT MAT PHANG

O muc 2, ta da thira nhan két qua sau:

[M@t mat phang dwoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua ba diém khéng thang hang. J

Muc nay sé tiép tuc gidi thiéu thém hai cach xac dinh mét méat phang.

) w06, Cho duwdng thang d va diém A khéng thudc d. Trén
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dwong thang d lay hai diém phan biét B, C (H.4.9). Mat

phang (ABC) cé chira diém A va duwdng thang d hay khéng?
Mat phang (ABC) cé chira hai dwong thang AB va BC
hay khéng?

Hinh 4.9

+ Mét méat phang duwoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua mét diém va chira mét

duwdng thang khéng di qua diém doé.

« Mét méat phang dwoc hoan toan xac dinh khi biét né chira hai dwéng thang cat nhau.




Chu y. Mat phang dwoc xac dinh béi diém A va dwong thadng d khdéng chira A dwoc Ki hiéu
la mp(A, d). Mat phang dwoc xac dinh bdi hai dwdng thang cat nhau a va b dworc ki hiéu la
mp(a, b).

) Vi du 4. Cho hai dwong thang cat nhau a, b va goi S la S

mot diém khéng thudéc mp(a, b) (H.4.10). Xac dinh giao
tuyén ctia mp(S, a) va mp(S, b).

Giai />\M<—-
Goi M la giao diém cla a va b. Vi M thudc a nén M thudc A b

mp(S, a). Vi M thudc b nén M thuée mp(S, b). Hai diém S, M
cung thudéc mp(S, a) va mp(S, b) nén giao tuyén cua hai mat Hinh 4.10
phang d6 |a dwong thang SM.

) Luyén tip 4. Trong Vi du 4, vé moét dwong thang ¢ cat ca hai
dwoéng thang a va b. Xac dinh giao tuyén cua hai mat phang:
mp(S, a) va mp(S, ¢); mp(S, b) va mp(S, c).

) Vin dung 2. Dé tranh cho cira ra vao khong bi va dap vao cac
do dung xung quanh (do m& clra qua manh hoac do gié to
dap ctra), ngwoi ta thwong sir dung moét phu kién la hit ctra
nam cham. Hay giai thich tai sao khi cira dwoc hat toi vi tri
cia nam cham thi canh ctra dwoc gilr ¢b dinh.

4. HINH CHOP VA HINH TU DIEN

) #B7. Cac hinh anh dwéi day co dac diém chung nao véi hinh chép tam giac déu ma em da

hoc ¢ lop 8?

f . - . - . 0
+ Cho da giac 16i A A,...A va mét diem S nam ngoai mat phang chira da giac do6. Noi

Svoicacdinh A A, ..., A dé duwoc n tam giac SAA, SAA, ..., SAA.. Hinh adbm n
tam giac SAA,, SAA,, ..., SA A vadagiacAA,.. A duoc goila hinh chop va ki hiéu
laSAA,. A,

« Trong hinh chép SAA,..A, diém S dwoc goi la dinh va da giac AA,.. A duoc goi
la mat day, cac tam giac SAA,, SAA,, ..., SA A, duoc goi la cac mdt bén; cac canh
SA,, SA,, ..., SA duoc goi la cac canh bén; caccanh A A, AA,, ..., A A duocgoila

j cac canh day. y

Chay
Tén cua hinh chép dwoc goi dwa theo tén cua da giac day, vi du hinh chép ¢6 day la tir giac
dwoc goi la hinh chop twr giac.
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) Vidu 5. Cho hinh chép S.ABCD (H.4.11). Hinh chép d6 c6

bao nhiéu canh?

Giai

Hinh chop S.ABCD co6 8 canh la SA, SB, SC, SD, AB, BC,
CD, DA.

» Luyén tip 5. Cho hinh chép S.ABCD. Goi tén cac mat bén va

mat day cua hinh choép do.

» Ho8. Trong céc hinh chép & HD7, hinh chép nao co it méat

nhat? Xac dinh sé canh va sé mét cGa hinh chép dé.

~

« Cho bén diém A, B, C, D khéng déng phang. Hinh 1\
gdm bén tam giac ABC, ACD, ABD va BCD dwoc goi
la hinh tr dién va dwoc ki hiéu |la ABCD.

+ Trong hinh t&r dién ABCD, cac diém A, B, C, D duoc
goi la cac dinh cla ti dién, cac doan thang AB, BC,
CD, DA, AC, BD duoc goi la cac canh cua tlr dién, cac
tam giac ABC, ACD, ABD, BCD dwoc goi la cac mat
cua tir dién.

- Trong hinh tr dién, hai canh khong co di"nl'[ chung
dwoc goi l1a hai canh doi dién, dinh khéng nam trén

moét mat dwoc goi 1a dinh dbi dién véi mat do. )

Nhan xét. Hinh t¢ dién la moét hinh chop tam giac ma mat
nao cua hinh tr dién cling cé thé dwoc coi la mat day.

) Vi du 6. Cho hinh t&r dién ABCD va E la mét diém nam trong

tam giac BCD. Goi F |a mot diém nam gitra A va E (H.4.12).
Xac dinh giao diém clia dwong thang BF va mat phang
(ACD).

Giai

Vi diém E nam trong tam giac BCD nén dwdng thang BE
cat canh CD tai mét diém M. Cac diém A, E thudéc mat
phang (ABM) nén duwdng thang AE thudc mat phang (ABM),
do d6 diém F thudc mat phang (ABM). Nhuw vay cac diém
A, B, E, F, M cung thudc mat phang (ABM).

Trong tam giac ABM, dwong thang BF cat AM tai N. Vi N
thudc AM va A, M cung thudéc mat phang (ACD) nén N thuéc
mat phang (ACD). Vay N la giao diém cla duwdng thang BF
va mat phang (ACD).

) Luyén tdp 6. Trong Vi du 6, xac dinh giao diém cla dudong
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thang DF va mat phang (ABC).

B C
Hinh 4.11

Hinh t& dién c6 bdn mat 13
cac tam giac déu goi Ia hinh
ftr dién déu.

C
Hinh 4.12

Pé xac dinh giao diém cla
moét dwong thang va mét mat
phéng ta c6 thé tim giao diém
cua dwo’ng thang do voi mot
dwong thang ndm trong mat
phang da cho.




BAITAP

4.1. Trong khéng gian, cho hai dwéng thang a, b va mat phang (P). Nhirng ménh dé nao sau
day la dung?
a) Néu a chira mét diém nam trong (P) thi a nam trong (P).
b) Néu a chira hai diém phan biét thudc (P) thi a nam trong (P).
c) Néu a va b cung nam trong (P) thi giao diém (néu cd) cla a va b cling nam trong (P).
d) Néu a nam trong (P) va a cat b thi b nam trong (P).

4.2. Cho tam giac ABC va diém S khéng thuéc mat phang (ABC). Lay D, E |a cac diém lan
lwrot thudc cac canh SA, SBva D, E khac S.

a) Duong thang DE ¢6 nam trong mat phang (SAB) khéng?

b) Gia st DE cat AB tai F. Chirng minh rang F la diém chung ctia hai mat phang (SAB) va
(CDE).

4.3. Cho mét phang (P) va hai duwéng thang a, b nam trong (P). Mét dwdng thang ¢ cat hai
dwong :[héng a va b tai hai diém phan biét. Chirng minh rang dwdng thang ¢ nam trong
mat phang (P).

4.4. Cho hinh chop t& giac S.ABCD va M la mot diém thuéc canh SC (M khac S, C).
Gia s hai dwéng thang AB va CD cat nhau tai N. Chirng minh rang dudng thang MN 13
giao tuyén cla hai mat phang (ABM) va (SCD).

4.5. Cho hinh chép tir giac S.ABCD va lay mét diém E thudc canh SA cla hinh chép
(E khac S, A). Trong méat phang (ABCD) vé& mét dwdng thang d cét cac canh CB, CD
lan lwot tai M, N va cat cac tia AB, AD lan lvot tai P, Q.

a) Xac dinh giao diém cGa mp(E, d) véi cac canh SB, SD cla hinh chép.
b) Xac dinh giao tuyén clia mp(E, d) v&i cac mat cla hinh chép.

4.6. Cho hinh ti dién ABCD. Trén cac canh AC, BC, BD lan lwot lay cac diém M, N, P
sao cho AM = CM, BN = CN, BP = 2DP.

a) Xac dinh giao diém cla dwong thang CD va mat phang (MNP).
b) Xé&c dinh giao tuyén cla hai mat phang (ACD) va (MNP).

4.7. Tai cac nha hang, khach san, nhan vien phuc vu
ban thwong xuyén phai bung bé nhiéu khay, dia do an
khac nhau. M6t trong nhirng nguyén tac nhan vién can -
nhé la khay phai dwoc bwng bang it nhat 3 ngén tay. Hay
giai thich tai sao.

4.8. Ban cat giay la mét dung cu dwoc st dung thudng
xuyén & céc clra hang photo-copy. Ban cat gidy gém hai
phan chinh: phan ban hinh chir nhat ¢é chia kich thuéc
gidy va phan dao cat cé mot dau dwoc cb dinh vao ban.
Hay giai thich tai sao khi st dung ban cat giay thi cac
dwong cat ludn 1a dwong thang.




HAI DUGNG THANG SONG SONG

THUATNGU | KIEN THU'C, KINANG
« Hai dwong théng « Nhan biét vi tri twong déi ctia hai dwong thang trong khong gian: hai

déng phang i dwong thang trung nhau, song song, cit nhau, chéo nhau.
« Hai dwong théng | + Giai thich tinh chat co ban cta hai dwéng thdng song song trong
chéo nhau i khdng gian.

i« Van dung kién thirc vé& hai dwong thang song song dé mo ta mot sb
:  hinh anh trong thirc tién.

Pé gidi quyét van dé tac dwong & cac thanh
phd I&n, co rat nhiéu giai phap duoc dwa ra.
Trong dé gidi phap xay dwng cac hé théng
cau vuot, dwdng hodc dwdng sat trén cao da
va dang duwoc dwa vao thuc té & Viét Nam.
Toan hoc mo ta vi tri twong quan gilra cac
tuyén dwdng trén nhu thé nao?

Hinh 4.13. Tuyén duong b (1, 2), tuyen duong
vanh dai trén cao (3), tuyén dudng sét trén cao (4)

1. VITRIi TUONG DOI CUA HAI DUG'NG THANG
) w01, Hinh 4.13 minh hoa bén tuyén dwdng (dwoc coi la thang) tai mét nat giao & Ha Noi.
Quan sat hinh anh dé va tra 1&i cac cau héi sau:
a) Hai tuyén dwong nao giao nhau?
b) Hai tuyén dwéng nao khong giao nhau?
¢) Hai tuyén dudng nao song song?

e
Cho hai dwéng thang a va b trong khéng gian.

+ Néu a va b cung nam trong mét mat phang thi ta néi a va b déng phang. Khi dé, ava b
c6 thé cat nhau, song song véi nhau hoac triung nhau.

« Néu a va b khdéng cung nam trong béat ki mat phang nao thi ta ndi a va b chéo nhau.
Khi do, ta cing ndi a chéo v&i b, hoac b chéo voi a.

(SN [T

D= ‘M*
acatbtaiM a song song voi b a trung véi b a va b chéo nhau

Hinh 4.14 Hinh 4.15



M

Hay tim mét sé hinh anh vé hai dwdng thang song song, hai dwéng thang chéo nhau
trong thuc tién.

Dét vai bang khung cti, mot trong nhimg Hanh lang v&i bo cam bién an ninh
net dep van hoa cua mot sO dan toc. gom cac tia laser doi mot khéng cat nhau.

Hai dwdng thang khéng co diém
chung thi co6 thé song song hoac

— Hai dwong thang song song la hai dwéng thang A Bt an

dbng phang va khéng cé diém chung.
— Co6 dung mét mat phang chira hai dwong thang
song song.

» Vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong

cung nam trong mét mat phang (H.4.16). F
a) Quan sat bén dwong thang AB, BC,CD, DA. Chi ra E
cac cap dwong thang cat nhau, cac cap dwong thang A D
song song. /
b) Trong ba dwdng thang AB, AF, BE c6 hai dwdng thang B C
nao chéo nhau hay khéng? :
Hinh 4.16

Giai
a) Cac cap dwong thang cat nhau la AB va BC, AB va DA, BC va CD, CD va DA.
Cac cap duong thang song song la AB va CD, DA va BC.

b) Cac dwdng thang AB, AF. BE cung nam trong mat phang (ABEF) nén trong ba dudng
thang d6 khéng cé hai dwéng thang nao chéo nhau.

) tuyén tip 1. Cho hinh chép S.ABCD cé Gay ABCD la hinh
binh hanh (H.4.17).

a) Trong cac dwdng thang AB, AC, CD, hai dudng thang
nao song song, hai dwéong thang nao cat nhau?

b) Goi M, N Ian lwot 1a hai diém thudc hai canh SA, SB.
Trong cac dwdng thang SA, MN, AB c6 hai dudng
thang nao chéo nhau hay khéng?

Hinh 4.17
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) Vi du 2. Cho hinh ti dién ABCD (H.4.18). Hai duéng thang
AB va CD cé chéo nhau hay khéng? Chi ra cac cap duwong
thang chéo nhau c¢é trong hinh t& dién dé.

Giai

Néu hai dwéng thang AB va CD khéng chéo nhau thi ching
cung thuéc mét mat phang. Khi Gé bén diém A, B, C, D
dong phang, trai véi gia thiet ABCD |a hinh t&r dién. Do do,
hai dwong thang AB va CD chéo nhau.

Lap luan twong tu, ta thay trong tir dién ABCD con cé cac
cap dwong thang chéo nhau la AC va BD, AD va BC.

) luyéntip2. Trong hinh chop tir giac S.ABCD (H.4.19), chira
nhirng dwong thang:

a) Chéo v&i duwdng thang SA:;
b) Chéo véi duéng thang BC.

) Vin dung 1. Mt chiéc gay dwoc dat mét dau dwa vao twong
va dau kia trén mat san (H.4.20). Hoi cé thé dat chiéc gay do
song song v&i mét trong cac mép twdng hay khéng?

2. TiNH CHAT CUAHAI BU'O'NG THANG SONG SONG

) uo2. Trong khéng gian, cho mét duéng thang d va mét diém
M khéng nam trén d (H.4.21). Goi (P) la mat phang chira M
vad.

a) Trén mat phang (P) c6 bao nhiéu dwdng thang di qua M
va song song voi d?

b) Néu mét dwong thang di qua M va song song véi d thi
dwong thang do cé thude mat phang (P) hay khéng?

C
Hinh 4.18

S

Hinh 4.20

Hinh 4.21

[Trong khéng gian, qua mét diém khédng nam trén dwdng thang cho truéc, co6 ding m{:‘atJ

dwong thang song song voi duong thang da cho.

) oz, Quan sat I&p hoc va tim hai dwéng thang song song véi mép trén cla bang. Hai dwdng

thang d6 cé song song véi nhau hay khéng?

“

Trong khéng gian, hai duong thang %;‘I‘ téaétﬁa;j“g;é“één?ﬁ’m chrg

dwong thang déi mot song

phan biét cung song song v&i duong
thang thwr ba thi song song v&i nhau.

song v&i nhau.

’




) Vidu3. Cho tir dién ABCD. Goi M, N, P, Q, R, S lan lwot la
trung diém cla cac doan thang AB, CD, AD, BC, AC, BD
(H.4.22).

a) Chirng minh rang t& giac MPNQ la hinh binh hanh.

b) Chirng minh rang cac doan thang MN, PQ, RS cung di
qua trung diém ctia méi doan.

Giai
a) Trong tam giac ABC, ta c6 MQ la dwong trung binh nén
1
MQ /l ACva MQ = 2 AC. Twong tw v&i tam giac ACD, ta

Hinh 4.22

co PN // ACva PN = % AC. Do do MQ // PN va MQ = PN, Néu cac diu hiéu nhan biét

suy ra t(¢ gidc MPNQ 12 hinh binh hanh. trgiac 1 hinh binh hanh.

b) Tlr cau a suy ra hai doan thang MN va PQ cat nhau tai
trung diém cia méi doan. Tuong tw, hai doan thang MN va
RS cat nhau tai trung diém ctia mdi doan. Do dé, cac doan
thdng MN, PQ, RS cung di qua trung diém cGia méi doan.

) Luyén tip 3. Trong Vi du 1, chirng minh rang bon diém C, D,
E, F abng phang va t&r giac CDFE la hinh binh hanh.

o ‘ : _ : Néu hai dwong thang b va ¢
} 194, Cho hai mét phang (F) va (Q) cat nhau theo giao tuyén €. cat nhau tai N thi ta c6 thé sir

Mot mat phang (R) cat (P) va (Q) lan luot theo cac giao dung lai két qua & cau a.
tuyén a va b khac c.

a) Néu hai dwong thang a va ¢ cat nhau tai M thi dwong
thang b ¢é di qua M hay khéng (H.4.23)? Giai thich vi sao.
b) Néu hai dwdng thang a va ¢ song song vé&i nhau thi

hai dwdng thang b va ¢ c6 song song v&i nhau hay khéng
(H.4.24)? Giai thich vi sao.

L oy
e ===

a b
R .
= Q
Hinh 4.23 Hinh 4.24

Két qua sau day con duwoc biét dén véi tén goi "Binh Ii vé ba dwéng giao tuyén".

Néu ba mat phang déi mot cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén dé
déng quy hoac déi mét song song v&i nhau.

Chu . Tl két qua trén c6 thé suy ra rang: Néu hai mat phang chira hai duwong thang song
song v&i nhau thi giao tuyén cﬂa_ chung (néu cé) song song v&i hai duwéng thang dé hoac
trung voi mét trong hai dwong thang do.
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) Vidu 4. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh
(H.4.25). Xac dinh giao tuyén cia hai mat phang (SAB) va (SCD).
Giai
Hai mat phang (SAB) va (SCD) c6 diém chung S va chira hai
dwéng thang song song 1a AB va CD. Do d6, giao tuyén cua hai

mét phang (SAB) va (SCD) la dwong thang m di qua S va song
song v&i AB, CD.

» Luyén tdp 4. Trong Vi du 4, hay xac dinh giao tuyén cla hai mat
phang (SAD) va (SBC).

Hinh 4.25

) Vin dung 2. M6t bé kinh chira nwéc cd day la hinh chir nhat
dwoc dat nghiéng nhuw Hinh 4.26. Giai thich tai sao dwong mep T ——
nwoc AB song song voi canh CD cla bé nuworc.

& A D
BAI TA'P Hinh 4.26

4.9. Trong khéng gian, cho ba dwong thang a, b, c. Nhirng ménh dé nao sau day la dung?

a) Néu a va b khéng cat nhau thi a va b song song.
b) Néu b va c chéo nhau thi b va ¢ khéng cling thuéc mét mat phang.
c) Néu a va b cung song song v&i ¢ thi a song song véi b.
d) Néu a va b cat nhau, b va ¢ cat nhau thi a va ¢ cat nhau.
4.10. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Trong cac cdp dwong thang sau,

cap dudng thang nao cat nhau, cap duwdng thang nao song song, cap dwéong thang nao
chéo nhau?

a) AB va CD; b) AC va BD; c) SBva CD.

4.11. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.
Goi M, N, P, Q lan lwot 1a trung diém cla céc canh bén SA,
SB, SC, SD (H.4.27). Chirng minh rang tir giac MNPQ |a hinh
binh hanh.

4.12.Chohinhchép S ABCDc6day ABCDlahinhthang (AB//CD).
Goi M, N 1an lwot 1a trung diém cla cac canh SA, SB. Ching
minh rang tl giac MNCD |a hinh thang.

4.13.Chohinhchop S.ABCD co Gay ABCD la hinh thang (AB// CD).
Goi M la trung diém cua doan thang SD (H.4.28).
a) Xac dinh giao tuyén cla hai mat phang (MAB) va (SCD).
b) Goi N la giao diém cla dwdng thang SC va mat phang

(MAB). Chirng minh rang MN la dwéng trung binh cda tam
giac SCD.

Hinh 4.28



4.14. Cho tr dién ABCD. Goi M, N |&n Iwot |a trung diém cla cac canh BC, CD va P la mét
diém thudc canh AC.

a) Xac dinh giao tuyén d ctia hai mat phang (AMN) va (BPD).
b) Chirng minh rang d song song v&i BD.

4.15. (B vui) Khi hai canh ctra sé hinh chir nhat dwoc mé, du & vi tri ndo, thi hai mép ngoai
cua chung ludn song song v&i nhau (H.4.29). Hay giai thich tai sao.

Néu hai canh cira sé cé dang hinh thang nhw Hinh 4.30 thi ¢6 vi tri ndo cla hai canh cira
dé hai mép ngoai clia chung song song v&i nhau hay khéng?

. ESg

Hinh 4.29 Hinh 4.30

— Em co biét? e

Trong khéng gian, ¢é dinh mét dwdng thang A
thang dirng va goi d 1a mét dwdong thang tuy v.
Ta hay cung tim hiéu hinh dwoc tao béi dwéng
thang d khi quay dwéng thang nay quanh duéng
thang A trong khéng gian. Néu d song song v&i A
ho&c d cét A thi c6 thé dé dang hinh dung duoc g
hinh tao ra la mat tru hoac mat nén (H.4.31).

o

wwww

——pme—-—-

Con néu d va A chéo nhau thi sao? Trong
hau hét cac truvdng hop, hinh tao ra dwoc goi 1a
mat hypebol (hyperboloid) nhw trong Hinh 4.32.
Mat hypebol cé thé dwoc coi nhu mét “dang 3D”
cla dwong hypebol da duoc day ¢ Iop 10. Mot
diéu tha vi 1a néu mat hypebol droc cat bdi mét
mat phang di qua dudng thang A (truc hypebol)
thi vét cat nhan dwoc chinh la mét dwong

hypebol (H.4.33). .

Hinh anh clia mat hypebol xuat hién rat nhieu
trong xay dung, kien truc, nghé thuat,... va trong
thwe tién, chung ta hoan toan cé thé “dung
dwoc” mat hypebol bang cach sl dung cac vat
dung don gian nhw nan tre t[]éng, que tinh hay 'y
nhirng chiéc dda,... Em cé thé tim thay moét cach '
dwng nhw vay trén cac trang web tim kiém véi tor
khoa “hyperboloid”.




PUONG THANG

VA MAT PHANG SONG SONG

THUATNGU : KIEN THU'C, KI NANG
« Pwong thang song song voi + Nhan biét dwong thdng song song véi mat phang.
mat phang i+ Giaithich diéu kién dé dwong thang song song vé&i mét phang.
* Budng thang cét mat phang : - Giai thg:h tinh chét co ban v& dwong thdng song song Voi
mat phang.

« M6 ta mot s6 hinh anh trong thuye tién c6 lién quan dén
dwong thdng song song véi méat phang.

Khi xay twong gach, ngudi tho thudng bat dau
v@i viéc xay cac vién gach dan, sau dé cang day
nho doc theo canh clia cac vién gach dan do dé
lam chuén rdi méi xay cac vién gach tiép theo.
Viéc sir dung day cang nhw vay co tac dung gi?
Toan hoc mé ta vi tri gilra day cang, cac mép
gach voi mat dat nhu thé nao?

1. DUO'NG THANG SONG SONG VO'I MAT PHANG

) Ho1. Quan sat hinh anh
khung thanh boéng da
va nhan xét vi tri ctia xa
ngang, cbét doc, thanh
chéng va thanh bén cua
khung thanh v&i mat dat.

Kich thwée cia khung
thanh dwoc quy dinh
khac nhau tuy theo
sén bong. Trong sén
b6ng da mini 5 ngudi, §
xa ngang cua khung
thanh dai 3 met, cot
doc cao 2 mét.

Cho duwong thang d va mat phang (o). Néu d va (o) khéng cé diém chung thi ta néi d
song song véi («) hay (o) song song v&i dva ki hiéula d// (o) hay (o) // d.

Ngoai ra:
« Néu d va (o) c6 mét diém chung duy nhat M thi ta néi d va (o) cat nhau tai diém M va ki
hiéu d (o) = {M} hay d ~ (o) = M.

« Néu dva (o) ¢6 nhiéu hon mét diém chung thi ta néi d ndm trong (o) hay (o) chiva d va ki
hiéu d c (o) hay (a) o d.

N =

d// (o) de (o) =My N dc (a)




M .
Hay chi ra mét hinh anh dwéng thang song song voi mat

phang trong blrc anh bén (H.4.34).
» Vi du 1. Cho hinh t& dién ABCD (H.4.35). Trong cac mat
phang chira cac mét cla hinh tir dién, hay cho biét:
a) Dwong thang AB cét cac mat phang nao;
b) Bwdng thang AB nam trong cac mat phang nao.
Giai
a) Dudng thang AB cat cac mat phang (ACD) va (BCD).

b) Duwdng thang AB ndm trong cac mat phang (ABC) va
(ABD).

) Luyén tip 1. Trong Vi du 1, duwdng thang AC cat cac mat
phang nao, nam trong cac mat phang nao?

2. DIEUKIEN VA TiNH CHAT CUADUONG THANG
SONG SONG VOl MAT PHANG

) uo2. Cho dwdng thang a khéng nam trong mat phang (P)
va a song song voi dwdng thang b nam trong (P). Goi (Q) 1a
mat phang chira a va b (H.4.36).

Néu a va (P) cat nhau tai diém M thi M ¢co thudc (Q) va M
cé thude b hay khéng? Hay rut ra két luan sau khi tra 1&i cac
cau hai trén.

Néu dwong thang a khéng nam trong mat phang (P)
va song song v&i mét dwong thang nam trong (P) thi a
song song véi (P).

AL

) Vidu 2. Cho ba dwong t‘héng a, b, ¢ Géi mot song song VoI
nhau va khéng cung nam trong mét mat phang (H.4.37).
Chirng minh rang dwong thang a song song véi mp(b, ¢).

Giai
Ba duong théng a, b, ¢ khong cung nam trong mét mét phéng
nén dwong thang a khéng ndm trong mp(b, ¢). Vi dwo’ng thang

a song song voi du’o'ng thang b va dwong thang b nam trong
mp(b, ¢) nén dwéng thang a song song véi mét phang mp(b, ¢).

o

Hinh 4.34. C4u Long Bién, cay cau
dwoc ménh danh la "ching nhéan
lich s’ cua nuworc ta.

A

Hinh 4.35

O Bai 11, ta da biét co dung
mot mat E‘phzsmg chira hai
dwong thang song song.

A7

Hinh 4.36

g Phat biéu trén con ding khéng néu bd diéu kién “a khéng ndm trong mat phang (P)"?

//

Hinh 4.37

) Luyén tip 2. Trong Vi du 2, chirng minh rang dwédng thang ¢ song song v&i mp(a, b), dweng

thang b song song v&i mp(a, ¢).



) Vi du 3. Trong khéng gian cho hai dwéng thang chéo nhau b

a va b. Chirng minh rang cé6 mét mat phang chira a va song /
song voi b.

Giai (H.4.38)

. . . . a i
Lay diem M bat ki thudéc a. Qua M ké duwéng thang b’ song E
song voi b va dat (P) = mp(a, b). o

FJ

Vi a va b chéo nhau nén duwdng thang b khéng ndm trong
mat phang (P). Vi b song song véi b’ nam trong mat phang
(P) nén b song song véi (P). Vay (P) |a mat phang chira a
va song song voi b.

Hinh 4.38

Chu v. Ta cé thé chirng minh rang mat phang (P) trong Vi du 3 la mat phang duy nhét chira
dwong thang a va song song véi dwong thang b. Nhw vay, cho trwdce hai duwong thang chéo
nhau, ¢6 duy nhat mét mat phang chira duwong thang nay va song song voi dwong thang kia.

» Luyéntdp 3. Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Hai dwong thang SD va
AB c6 chéo nhau hay khéng? Chi ra méat phang chira dwong thang SD va song song voi AB.

» Vén dung. Trong tinh hubng mé& dau, hay giai thich tai sao day nho khi cang thi song song
véoi mat dat. Tac dung cua viéc do la gi?

) W93, Cho drong thang a song song véi méat phang (P) va Nhéc lai céc vi tri twong dbi
(Q) la mét mat phang chira a. Gia si (Q) cat (P) theo giao cua hai dwong thang trong
tuyén b (H.4.36). khéng gian.

a) Hai dwong thang a va b co thé chéo nhau khéng?
b) Hai dwdng thang a va b ¢é thé cét nhau khéng?

Cho duwéng thang a song song véi mat phang (P). Néu
mat phang (Q) chira a va cat (P) theo giao tuyén b thi
b song song voi a.

) Vidu 4. Cho t&r dién ABCD, diem E nam gilra hai diém A va C. Goi (P) la mat phang qua £
va song song v&i hai dwong thang AB, CD (H.4.39). Xac dinh cac giao tuyén cua (P) va cac
mat cua tir dién. Hinh tao bdi cac giao tuyén la hinh gi?
Giai
Mat phang (ABC) chira dwdng thang AB song song voi
mat phang (P) nén méat phang (ABC) cat mat phang (P) theo

giao tuyen song song voi AB. Vé EF // AB (F thudc BC) thi
EF la giao tuyén cua (P) va (ABC).

Hai mat phang (ACD) va (BCD) cung chira dwéng thang CD

song song v&i mat phang (P) nén ching cat mat phang (P) &
theo giao tuyén song song véi CD. V& EH, FG song song

véi CD (H thube AD, G thude BD) thi EH, FG 1an lwot la giao

tuyén clia mat phang (P) v&i hai mat phang (ACD), (BCD). A
Khi d GH la giao tuyén cla (P) va (ABD).

A

Hinh 4.39



Ma&t phang (ABD) chira dwéng thang AB song song v&i mat phang (P) nén giao tuyén GH
cua (ABD) va (P) song song v&i AB. Tl giac EFGH cb EF // GH (vi cung song song voi AB)
va EH // FG (vi cung song song v&i CD) nén né la hinh binh hanh.

) Luyén tip 4. Trong Vi du 4, goi (Q) la mat phang qua E va song song véi hai dwdng thang
AB, AD. Xac dinh giao tuyén cua (Q) voi cac mat cia te dién.

BAITAP

4.16. Trong khéng gian, cho hai dwéng thang phén biét a, b va mat phang (P). Nhirng ménh
dé nao sau day la dung?
a) Néu a va (P) co diém chung thi a khéng song song véi (P).
b) Néu a va (P) ¢ diém chung thi a va (P) cat nhau.
c) Néu a song song v&i b va b nam trong (P) thi a song song vai (P).
d) Néu a va b song song v&i (P) thi a song song véi b.

4.17. Cho hai tam gidc ABC va ABD khéng clng nam trong mét mat phang. Goi M, N lan luot
la trung diém cua cac canh AC, AD.
a) Budng thang AM cé song song véi mét phang (BCD) hay khéng? Hay gidi thich tai sao.
b) Buwong thang MN ¢é song song véi mat phang (BCD) hay khdng? Hay gii thich tai sao.

4.18. Cho ti dién ABCD. Goi M, N lan lrot 1a trung diém cta hai canh BC, CD. Chirng minh
rang dwdng thang BD song song vé&i méat phang (AMN).
4.19. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Goi E |a mét diém nam gitra

Sva A. Goi (P) la mat phang qua E va song song v&i hai duwdng thang AB, AD. Xac dinh
giao tuyén cua (P) va cac mat bén cta hinh chép. Hinh tao bdi cac giao tuyén la hinh gi?

4.20. Ban Nam quan sat thay du clra ra vao dwoc mé & vi tri nao thi mép trén clia ctra luén
song song v&i mdét mat phang ¢b dinh. Hay cho biét dé 1a mat phang nao va giai thich
tai sao.
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HAI MAT PHANG SONG SONG <<<

THUAT NGO | KIEN THU'C, Ki NANG
« Hai méat phang song song « Nhan biét hai mat phdng song song trong khéng gian.

Giai thich diéu kién dé hai mat phdng song song.

* Binh li Thalés trong

khdéng gian « Gidi thich tinh chét co ban vé hai mat phdng song song.
* Hinh lang tru + Giai thich dinh li Thalés trong khéng gian.
« Hinh hop + Giai thich tinh chat co ban cta hinh lang try va hinh hop.

MG ta mét s6 hinh anh trong thye tién cé lién quan dén hai mét
phang song song trong khéng gian.

Céc dau bép chuyén nghiép luén co ki ning dung dao diéu
luyén dé thai thirc an nhw rau, cd, thit, ca, ... thanh cac miéng
déu nhau va dep mat. Cac nhat cat can tuan thi nguyén tac
gi dé dat dwoc diéu d6?

1. HAI MAT PHANG SONG SONG

) 101, Cac mét bac thang trong Hinh 4.40 goi nén hinh anh
vé cac mat phang khong c¢6 diém chung. Hay tim thém mot
s6 vi du khac cling goi nén hinh anh dé.

Hai mat phang (o) va (B) dwoc goi la song song voi nhau
néu chung khéng cé diém chung, ki hieu () // (B) hay

(B) 7/ (a).
N
o
Rubdng bac thang co cac mat‘
bac thang goi nén hinh anh vé
3 cac mat phang song song.
'3

Nhan xét. Néu hai mat phang (o) va (B) song song véi nhau
va duéng thang d ndm trong (a) thi d va (B) khéng ¢é diém
chung, trc 1a d song song v&i (B). Nhw vay, néu mét duwdng
thang nam trong mét trong hai mat phang song song thi
dwong thang dé song song véi méat phang con lai.

A1
Trong hinh anh m& dau, cac nhat cat c6 nam trong cac
mét phang song song hay khéng?

Thép nghiéng Pisa ¢ Y c6
cédc mét san & mébi tang _
khbéng song song voi mat dat.



2. DIEU KIEN VA TiNH CHAT CUA HAI MAT PHANG SONG SONG

) #o2. Cho méat phang (o) chira hai dwung thang catnhau a, b
va a, b cung song song v&i méat phang (B) (H.4.41).

Neu (o) va ([3} cat nhau theo giao tuyén c thi hai dudng
thang a va c ¢o song song voi nhau hay khéng, hai dwong
thang b va ¢ ¢ song song v&i nhau hay khong?

Hay rat ra két luan sau khi tra 161 cac cau hdi trén.

Néu mat phang (o) chlra hai dwéng thang cat nhau va hai
dwdng thang nay song song véi mat phang (B) thi (o) va
(B) song song véi nhau.

M
g Néu khéng cé diéu kién “hai dwdng thang cat nhau” thi
khang dinh trén cén dung khéng?

» Vidu 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cung
nam trong mét mat phang. Chirfng minh rang méat phang
(BCE) song song v&i mat phang (ADF) (H.4.42).

Giai
Vi tir gidc ABCD la hinh binh hanh nén BC // AD, suy ra
BC // (ADF).

Vi t&r giac ABEF la hinh binh hanh nén BE // AF, suy ra
BE I/l (ADF).

Mat phang (BCE) chira hai dwdng thang cat nhau BC va BE
cling song song v&i mat phang (ADF) nén mat phang (BCE)
song song voi mat phang (ADF).

) Luyéntip 1. Trong khéng gian, cho bén diém A, B, C, D khéng
dong phang. Qua diém A vé hai dwdng thang m, n lan lwot
song song v&i hai dwong thang BC, BD. Chirtng minh rang
mp(m, n) song song v&i mat phang (BCD).

) Vin dung 1. M6t chiéc ban cé phan chan la hai khung sat
hinh chi* nhat cé thé xoay quanh mét truc nhw trong
Hinh 4.43. Khi mat ban dwoc dat 1én phan chan ban thi
mét ban ludn song song véi mat dat. Hay gidi thich tai sao.

) woz. Dat mét tam bia cing Ién mét goc clia mat ban nam
ngang (H.4.44) sao cho mat bia song song véi mat dat. Khi
dd mat bia co trung véi mat ban hay khong?

Qua mét diém nam ngoai mét mat phang cho trudc
c6 mot va chi mét mét phang song song véi mat phang
da cho.

Néu hai m&t phang phan biét cing song song véi mét
phang thir ba thi hai mat phang dé c6 song song véi nhau
hay khéng? Vi sao?

A==/

e /

Hinh 4.41

Hay nhac lai cac tinh chat
clia dwéng thang song song
v&i mat phang da dwoc hoc
¢ Bai 12.

Hinh 4.42

Hinh 4.43

o

Hinh 4.44
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) Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan luot la

trung diém cua cac canh SA, SB, SC, SD (H.4.45). Chirng
minh rang hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung song song
véi méat phang (ABCD), tir d6 suy ra bon diém M, N, P, Q
déng phang.

Giai

Vi M, N Ian Iwot 1a trung diém cla SA, SB nén MN la duwong
trung binh ctia tam giac SAB. Do do, MN // AB va suy ra
MN song song v&i mat phang (ABCD). Tuwong tw, NP cling
song song vo&i mat phang (ABCD). Vay mat phang (MNP)
song song v&i mat phang (ABCD). Lap luan twong tw ta c6
mat phang (NPQ) cling song song v&i mat phang (ABCD).

Hai mat phang (MNP) v? (NPQ) cung di qua diém N v? cung
song song v&i mat phang (ABCD) nén hai mat phang doé
trung nhau, tire 1a bén diém M, N, P, Q déng phang.

) Luyén tip 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan

lwot 1a cac diém thudc cac canh SA, SB, SC, SD sao cho

MA _NB _PC _QD — 1 . Chirng minh rang bén diém M,

MS NS PSS QS 2
N, P, Q dong phang.

) wo4a. Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Gia str

mat phang (R) cat mat phang (P) theo giao tuyén a (H.4.46).
a) Giai thich vi sao mat phang (R) cat méat phang (Q).

b) Goi b la giao tuyén cla hai mat phang (R) va (Q). Hai
dwdng thang a va b cé thé chéo nhau hay khéng, cé thé
cat nhau hay khéng?

Cho hai mét phang song song. Néu mét mat phang cat
mat phang nay thi ciing cat mat phang kia va hai giao
tuyén song song véi nhau.

) Vidu3. Trong Vi du 2, goi E, F lan lwot la cac diém thudce cac

90

canh AB, CD (H.4.47). Xac dinh giao tuyén clia mat phang
(MEF) va mat phang (MNPQ).

Giai

Trong Vi du 2, ta d& chirng minh dwoc hai mat phang
(MNPQ) va (ABCD) song song vo&i nhau. Vi vay hai giao
tuyén ctia mat phang (MEF) véi hai mat phang (MNPQ)
va (ABCD) song song véi nhau. Trong mat phang (MEF),
qua M vé duwdng thang song song voi EF cat PQ tai G thi
dwong thang MG la giao tuyén ctia hai mat phang (MEF) va
(MNPQ).

Hinh 4.45

Hinh 4.47



) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hdy xac dinh giao tuyén clia mat phang (EMQ) va mat phang

(ABCD).

3.DINH LI THALES TRONG KHONG GIAN

) 105, Cho ba méat phang (P), (Q) va (R) ddi mét song song.
Hai dwong thang phan biét d va d’ cat ba mat phang lan lvot
tai A, B, C va A’, B', C'(C khac C"). Goi D la giao diém cla
AC'va (Q) (H.4.48).

a) Cac cap dudng thang BD va CC’, B'D va AA’ co song
song v&i nhau khong?
b) Céc tisé 28 AD 3 AB
BC DC' B'C’
Két qua sau con duoc biét dén nhw dinh li Thalés trong
khéng gian.

c6 bang nhau khéng?

Ba mét phang d6i moét song song chan trén hai cat tuyén
phan biét bat ki nhirng doan thang twong (rng ti 1&.

BC AC

Trong Hinh 4.48 ta co L = _
AI’BF BFCI AlCi

) Vidu 4. Cho hinh tr dién SABC. Trén canh SA lay cac diém
A, A,saocho AA = 2:4,A. Goi (P) vé‘ (Q) la hai mat phang
song song v&i mat phang (ABC) va lan lwot di qua A, A..
Mé&t phang (P) cat cac canh SB, SC lan luwot tai B, C..
Mat phang (Q) cat cac canh SB, SC lan luot tai B,, C
(H.4.49). Chirng minh 8,8, =28 Bva C,C,=2C,C.

Giai

Ap dung dinh li Thalés cho ba mat phang ddi mét song song
(P), (Q), (ABC) va hai cat tuyén SA, SB, ta co s WL :
ViAA =2A AnénB,B, =288 AR BB
Twong tv voi hai cat tuyén SA, SC suy ra O, =2C.0.

) tuyén tip 4. Trong HD5, cho AB =2 cm, BC = 4 cm va
A'B’ =3 cm. Tinh d6 dai cua doan thﬁng BC

2

4.HINH LANG TRU VA HINH HOP

Hinh 4.48

Nhéc lai dinh i Thalés trong
hinh hoc phang.

Hinh 4.49

) Ho6. Cac hinh anh dwéi day cé dac diém chung nao véi hinh 1ang tru dirng tam giac ma em

dahoc ¢ lop 77

5 Hh"""--w
sy
VNG &

&
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rCho hai mat phang song song (a) va (a'). Trén (o) chnﬁ

da giac i AA,. . .A. Quacac dinh A,A, ..., A vécac

duwong thang ddi mét song song va cat mat phang (o) tai

ALA, ...,A’ Hinh gdm hai da giac AA,. A AA,. A"

vacactrgiac AA'AA, AAAA, ..., AAA'A duoc

goi la hinh lang tru va ki hiéu la AA,..A A'A,.. A"

(H.4.50),

- CacdiémA A, ..., A vaA' A, .. A dwoc goila
cac dinh, cac doan thang A A", AA', ..., A A’ duoc
goi la cac canh bén, cac doan thang AA, AA., ..,
AA vaA A, AA, ..., A'A", duwoc goi la cac canh
day cua hinh lang tru.

+ HaidagiacAA,. A vaA'A’,.. A’ dugcgoilahai mat
day cua hinh lang tru.

« Cactrgiac AAA'A, AAAA, ...,AA A A, duoc
goi la cac mat bén cua hinh lang tru.

\ 7

Y

g Hay giai thich tai saoc cac mat bén cua hinh lang tru la
hinh binh hanh, tir dé suy ra cac canh bén déi mét song
song va co d6 dai bang nhau.

Chi y. Tén cua hinh lang tru dwoc goi dwa theo tén cua
da giac day.

» Vi du 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB'C'. M6t mat
phang song song v&i méat day cGa hinh lang tru cét cac canh
bén cla hinh lang tru lan lwot tai A”, B”, C”" (H.4.51). Chirng
minh rang ABC.A"B"C" 1a hinh lang tru.

Giai

Vi cac canh bén cua hinh lang tru ABC.A'B'C’ @6i mét song
song nén AA", BB”, CC" d@bi mét song song. Mat phang
(ABC) song song v&i mat phang (A"B”C") nén ABC.A"B"C"
la hinh lang tru.

........
vvvvvvv
...............

y ]
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:
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T A
Hinh 4.50

Hinh lang tru cé day la tam
giac dwec goi 1a hinh lang
tru tam giac, hinh lang tru
c6 day la tw giac dwoc goi la
hinh lang tru tw giac.

A" -
\'?_‘\\‘
\\
-k LY CH

\.C,

Hinh 4.51

) Luyén tip 5. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C". Goi M va M'lan lwot |a trung diém cua
céc canh BC va B'C". Chirng minh rang AMC.A'M'C'1a hinh lang tru.

) H©7. Hinh anh nao trong HD6 goi nén hinh anh vé hinh lang tru c6 day la hinh binh hanh?
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s "

e _ TIPS sk el M (3 B3 Hai dinh d6i dién cta hinh
Hinh lang tru t&r giac ABCD.A'B'C'D' ¢6 hai day la hinh hOp 18 hai dinh khong oiing

binh hanh dwoc goi la hinh hop. thudc bat ki mat ndo ciia
— Céc cap diém Ava C' Bva D', Cva A’, D va B' duoc hinh hop. Hai mat dbi dién
goi 1a céc dinh déi dién clia hinh hop. L I LR

) khéng c6 diém chung.

— Cac doan thang AC’, BD', CA'va DB’ dwoc goi la cac
dwdng chéo cua hinh hép.

— Caccaptwr giac ABCDva A'B'C'D', ADD'A'va BCCB',
ABB'A’' va DCC'D’ dwoc goi la hai mat doi dién cla
hinh hép.

L ’

) Vi du 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (H.4.52). Chirng minh

rang cac dwong chéo AC’, BD', CA’' va DB’ cua hinh hép

cung di qua trung diém ctia méi dwéng. A
Giai

Day ABCD cua hinh hop la hinh binh hanh nén AD // BC va
AD = BC. Mat bén BCC'B’ cua hinh hép |a hinh binh hanh nén
BC// B'C'vaBC=B'C'Vay AD//B'C'va AD=B'C’ suyra
tlr gidc ADC'B'1a hinh binh hanh. Tir @ AC'va DB’ cat nhau
tai trung diém clia méi dwong. Twong tw AC' va BD', AC’
va CA’ cling cat nhau tai trung diém clia mdi dwong. Vay Hinh 4.52
bén dwdng chéo cla hinh hép cung di qua trung diém cla

moi dudng.

B’

) Luyén tip 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Chirng minh rang hai mat phang (ADD'A) va
(BCC'B") song song v&i nhau.

Nhéan xét. T Vi du 6 va Luyén tap 6, ta co:

— Cac dwdng chéo cla hinh hép cung di qua trung diém ctia mdi dudng;
— Cac mat dbi dién cuia hinh hép song song véi nhau va coé thé coi la hai day cta hinh hép.

) Vin dung 2. Dé xac dinh muc nwéc trong mét chiéc bé co
dang hinh hép, bac Ha dat mét thanh gé dd dai vao trong
bé sao cho mét déu cua thanh gu dwa vao mép clia nap
bé, dau con lai nam trén day bé (H.4.53). Sau dé bac Ha
rat thanh gb ra ngoai va tinh ti 1& gilta dé dai cda phan
thanh gbé bi ngam trong nwéc va do dai cla ca thanh gob.
Ti Ié nay chinh bang ti & gitra muc nwéc va chiéu cao cla bé.
Hay giai thich vi sao.

BA' TA?P Hinh 4.53

4.21. Trong khéng gian cho ba mat phang phan biét (P), (Q), (R). Nhirng ménh dé& nao sau
day la dung?

a) Néu (P) chira mét duwéng thang song song véi (Q) thi (P) song song voi (Q).



b) Néu (P) chira hai dwdng thang song song véi (Q) thi (P) song song véi (Q).
c) Néu (P) va (Q) song song v&i (R) thi (P) song song véi (Q).
d) Néu (P) va (Q) cat (R) thi (P) va (Q) song song véi nhau.

4.22. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, Plan lwot la trung diém cla cac canh
AA' BB' CC' Chirng minh rdng mat phang (MNP) song song véi méat phang (ABC).

4.23. Cho hinh thang ABCD ¢6 hai day AB va CD. Qua cac diém A, D lan lwot vé cac dudng
thang m, n song song véi nhau va khéng nam trong mat phang (ABCD). Chirng minh rang
mp(B, m) va mp(C, n) song song v&i nhau.

4.24. Cho hinh t(r dién SABC. Trén canh SA lay cac diém A, A, sao cho AA =AA,=A,S.
Goi (P) va (Q) la hai mat phang song song vé&i mat phang (ABC) va lan lwot di qua Ay Ay
Mat phang (P) cat cac canh SB, SC lan luot tai B,, C,. Mat phang (Q) cat cac canh SB,
SC lan lwot tai B,, C,. Chirng minh BB,=B.B,=B,Sva CC,=C,C,=C,S.

4.25. Cho hinh lang tru t&r giac ABCD.A'B'C'D’. Mét mat phang song song véi méat phang
(A'B'C'D") cat cac canh bén cda hinh l&ng tru 1an lwot tai A”, B”, C", D" Héi hinh tao bdi
cac diém A, B, C, D, A" B", C" D"la hinh gi?

4.26. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi G va G'lan lwot la trong tdam cua hai tam
giac ABC va ABC’
a) Chirng minh rang t& gidc AGG'A’1a hinh binh hanh.
b) Chirng minh rdng AGC.A'G'C’la hinh lang tru.

4.27. Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. Mét mat phang song
song voi mat bén (ABB'A") clia hinh hép va cat cac canh
AD, BC, A'D', BC'lan lwot tai M, N, M’, N' (H.4.54).

Ching minh réng ABNM.AB'N'M’ 14 hinh hop.

Hinh 4.54

4.28. Cau thang xwong ca la dang cau thang cé hinh dang twong tw nhw nhirng dét xwong
ca, thwong cé nhitng bac cau thang véi khodng mé Ion, tao dwoc sw nhe nhang va
thoang dang cho khéng gian séng. Trong Hinh 4.55, phan mép cla médi bac thang nam
trén twong song song voi nhau. Hay giai thich tai sao.

Hinh 4.55



PHEP CHIEU SONG SONG <<<

[ H " - - -

THUATNGU : KIEN THUC, KINANG
« Phép chiéu song song i + Nhan biét khai niém va tinh chat co’ ban vé phép chiéu song song.
« Hinh chiéu .+ Xéac djnh anh ctia mét diém, mét doan thing, mét tam giac, mot
« Phwong chiéu . dwong tron qua phép chiéu song song.
« Hinh biéu dién .+ V& hinh biéu dién cia mét s6 hinh khéi don gian.

.+ M6 ta mot s6 hinh anh trong thwe tién cé lién quan dén phép

i chiéu song song.

Trong bong da, cong nghé Goal-line dwoc
st dung dé xac dinh xem béng da hoan
toan vwot qua vach voi hay chua, tr o
giup trong tai dwa ra quyét dinh vé mot
ban thang cé dwoc ghi hay khéng. Yéu té
hinh hoc nao cho ta biét qua béng da
vurot qua vach voi hay chua?

Mét ban thdng duwroc ghi.

1. PHEP CHIEU SONG SONG

) Ho1. Mét khung clra sé cé dang hinh trén véi cac chan song tao thanh hinh vuéng ABCD,
hai dwéng chéo cla hinh vuéng cat nhau tai O. Dwéi anh mat trdi, khung clra va cac chan
song d6 bong 1&n san nha (H.4.56a). Quan sat hinh vé va tra & cac cau héi sau:

a) Cac dwong thang néi mdi diém A, B, C, D véi bong A’ B, C', D' cd ddi mét song song
hay khéng?

b) Lam thé nao dé xac dinh duoc béng d6 trén san nha ctia méi diém trén khung clra s67?

Hinh 4.56



Cho mét phang (o) va dwong thang A cat (o). Véi mbi diém M trong khong gian ta xac \
dinh diém M’ nhw sau;

« Néu M thudc A thi M’ 1a giao diém clia (o) va A.
« Néu M khéng thudc A thi M'1a giao diém cla (a) va dwong thang qua M song song véi A.
Diém M’ dwoc goi la hinh chiéu song song clia diém M trén mat phang (o) theo phwong A.

Phép dat twong (rng mdi diém M véi hinh chiéu M'cia né dwoc goi la phép chiéu song song
Ién (o) theo phuong A.

Mat phang (o) dwoc goi Ia mat phang chiéu, phwong A dwoc goi la phrong chiéu.

\ r

XY
g Trong HD1, lam thé nao dé xac dinh dwoc béng cla toan bd song clra CD trén san nha?

Cho hinh Z6. Tap hop Z6' cac hinh chiéu M’ cia cac diém M thudc 76 qua phép chiéu
song song duoc goi la hinh chiéu cua 76 qua phép chiéu song song do.

N,

Hinh chiéu caa hinh chir “A” Béng db cia ngudi ban hang rong
duwdi anh mat troi trén dwong pho HOI An

Cha v. Néu mét dudng thang cung phwong véi phwong chiéu thi hinh chiéu cia dudng

thang do6 1a mot diém. Ké tir day, khi xét hinh chiéu cla dudng thang, néu khéng néi gi thém
ta chi xét hinh chiéu cGa cac dwdng thang khéng cung phwong véi phurong chiéu.

) Vidu 1. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C".

a) Xac dinh hinh chiéu cta diém A trén mat phang (A'B'C)
theo phuwong CC".

b) Goi M 1a mét diém thudc doan thang AB. Xac dinh hinh
chiéu cua M trén mat phang (A'B'C’) theo phuong CC".

Giai (H.4.57)
a) Vi ABC.A'B'C'la hinh lang tru nén AA'// BB'// CC" Vi A’

thuéc mat phang (A'B'C’) nén A’la hinh chiéu ctia A trén
maét phang (A'B'C’) theo phwong CC"

b) Trong mat phang (ABB'A) vé& MM’ // AA' véi M’ thuoc A'B’
thi MM'// CC". Vi M'thudc mét phang (A'B'C") nén M'la hinh
chiéu cia M trén mat phang (A'B'C’) theo phwong CC". Hinh 4.57




) Luyén tip 1. Cho hinh hép ABCD.EFGH (H.4.58). Xac dinh
hinh chiéu ctia diém A trén mat phang (DCGH) theo phuvong
BC va theo phuwong BG.

) Vin dung 1. Trong hinh &nh mé dau, khi mét ban thang duwoc JLR G
ghi thi hinh chiéu cta qua béng trén méat dat theo phwong [ .-~ H
thang drng c6 vi tri nhw thé nao so véi vach véi?

Hinh 4.58

2.TiNH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG
» Ho2. Quan sat Hinh 4.56a va tra 10i cac cau hoi sau:
a) Hinh chiéu O’ cla diém O cé nam trén doan A'C’ hay khéng?
b) Hinh chiéu cua hai song ctra AB va CD c6 song song véi nhau khéng?
¢) Hinh chiéu O’ cta diém O cé phai la trung diém clia doan A'C' hay khéng?
Ta ¢6 céc tinh chét sau cia phép chiéu song song:

r - k] k] = 5 -2 ] ~ . - A
rr- Phép chieu song song bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va khong

lam thay d6i thir t ba diém do. Phép chiéu song song bién dwong thang thanh duong
thang, tia thanh tia, doan thang thanh doan thang.

« Phép chiéu song song bién hai dwéng thang song song thanh hai dwéng thang song
song hoac trung nhau.

» Phép chiéu song song gilr nguyén ti s6 dd dai cda hai doan thang cung nam trén mét
dwong thang hodc nam trén hai dwdng thang song song.

\ F
i B
A C D
K Al’ BJ Cl’ Dl'
V) (L
AB _AB’ AB _AB’
CD CD D GCD

a) b)

" Hinh 4.59
A X )
Hinh chiéu cla hai dwdng thang cat nhau cé phai la hai
dwéng thang cat nhau hay khéng?

» Vi du 2. Cho hinh binh hanh ABCD va goi A'B'C'D' |a hinh

chiéu clia ABCD trén méat phang (P) theo phwrong d (H.4.60). d 2 ©
Chirng minh rang tir giac A'B’'C'D’la hinh binh hanh. /A 0

o D
Giai

Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB song song v6i CD, do 46 /
hinh chiéu ctia AB 1a A'B’ song song véi hinh chiéu clia CD B’U C’

la C'D". Twong tw A'D'song song voi B'C". £ A’ B

Twr giac AB'C'D'co6 AB'// C'D'va A'D'// BC'nén né la hinh ,

blrlh hanh Hinh 4.60
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) Luyén tdp 2. Chirng minh rang hinh chiéu song song clia mét Z:jc
hinh thang la mét hinh thang (H.4.61). D

- " " 2 " . A :
P Vidus. C’ho tam giac ABC; cd M la trung diém clia BC. Mot d /—\E
phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac D :
A'B'C', bién M thanh M’ Chirng minh rang A'M’ 1a dwdng P &
trung tuyén cla tam giac A'B'C' (H.4.62). Hinh 4.61
Giai
Vi M |4 trung diém ctia BC nén B, M, C thang hang theo thir

tw d6 va % =1. Do vay B', M, C'thang hang theo th( tw d6

va

YT =1, trc 14 M’ 1a trung diém cla B'C'. Vay A'M' 14
dwéng trung tuyén cda tam giac AB'C’

) Luyén tip 3. Mét phép chiéu song song bién tam giac ABC
thanh tam giac A'B'C’. Chirng minh rang phép chiéu do bién
dwdng trung binh cua tam giac ABC thanh dwéng trung binh Hinh 4.62
cua tam giac AB'C".

3. HiNH BIEU DIEN CUAMOT HiNH KHONG GIAN

) 1oz, Trong ba hinh dwéi day, hinh nao thé hién hinh lap phwong chinh xac hon?

F
‘-ﬂ--h-d-
o
-

a) b) c)
Hinh 4.63
Tur dau chuong, ta thuwéng minh hoa cac hinh t&r dién, hinh lap phwong, hinh lang tru, ...

bang cac hinh vé trén gidy. Cac hinh vé nay déu tuan theo mét nguyén tac nhat dinh va
chung dwoc goi la hinh biéu dién caa hinh khéng gian trén mat phang.

Hinh biéu dién ctia mét hinh trong khéng gian Ia hinh chiéu song song ctia hinh go trén
mét mat phang theo mét phwong chiéu nao d6 hoac hinh ddng dang véi hinh chiéu dé.

“I * - F i
Quan sat hinh anh khung ctra s6 trong Hinh 4.56a va cho biét hinh biéu dién cta hinh

tam giac, hinh vuéng, hinh trén Ia hinh gi?



Khi hinh phang nam trong méat phang khéng song song voi
phuong chiéu thi hinh biéu dién cta hinh phang dé coé cac
tinh chéat sau:

Hinh biéu dién cia mét tam giac (can, déu, vuéng) 1a mét
tam giac;

Hinh biéu di&n cda hinh vudng, hinh chir nhat, hinh thoi,
hinh binh hanh la hinh binh hanh;

Hinh biéu dién cta hinh thang ABCD voi AB // CD |a mét

hinh thang A'B'C'D’v6i AB’// C'D'thod man 22 _ A'B".
cD C'D’

Hinh biéu dién cta hinh trén Ia hinh elip.

Hinh chiéu bang, hinh chiéu ding, hinh chiéu canh
cua mot vat thé (mén Céng nghé 8 va Cong nghé 10)
chinh la hinh biéu dién ctia vat thé do.

) Vi du 4. V& hinh biéu dién cta hinh lang tru ABCD.A'B'C'D’
co mat day ABCD la hinh thang, AB song song voi CD va
AB =2CD.

Giai

Hinh lang tru ABCD.A'B'C'D' c6 cac mat bén la hinh binh
hanh nén hinh biéu dién cla né cling ¢6 cac méat bén |a hinh
binh hanh. Hinh thang ABCD c6 hai day AB, CDva AB=2CD
nén hinh biéu dién clia ABCD la mét hinh thang cé dé dai
mot ddy gap hai lan d6 dai cia day con lai. T do, ta vé
dwoc hinh biéu dién cta hinh lang tru ABCD.A'B'C’'D’ nhu
Hinh 4.64.

!

Hinh chiéu ding
K
%,
%
h %
Hinh chiéu b&ng\
\

Hinh 4.64

) Luyén tip 4. V& hinh biéu dién cla hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.

) Vin dung 2. Phép chiéu song song c6 thé duoc st dung dé vé dang n:‘?i (hay dang 3D) cua
chir cai nhw trong hinh dwé¢i day. Theo phwong phap dé hay vé dang néi cia mét sé chir cai
quen thuécnhw L, N, T, ...
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4.29. Nhirng ménh dé nao trong cac ménh dé sau day la dung?

a) Phép chiéu song song bién doan thang thanh doan thang.

b) Phép chiéu song song bién hai dwong thang song song thanh hai dwéng thang
cat nhau.

c) Phép chiéu song song bién tam giac déu thanh tam giac can.
d) Phép chiéu song song bién hinh vudng thanh hinh binh hanh.
4.30. Néu tam giac A’B'C’'la hinh chiéu clia tam giac ABC qua mot phép chiéu song song thi

tam giac ABC c6 phai 1a hinh chiéu cGa tam giac A'B'C’' qua mét phép chiéu song song
hay khéng? Giai thich vi sao.

4.31. Phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac A'B'C’. Chirng minh rang
phép chiéu dé bién trong tam cda tam giac ABC thanh trong tam cla tam giac A'B'C".

4.32. Hinh 4.65 cé thé 1a hinh biéu dién cia mét hinh luc giac déu hay khéng? Vi sao?

Hinh 4.65

4.33. V& hinh biéu dién clha hinh chép S.ABCD co day
ABCD la hinh thang, AB song song v&i CD va AB=2 cm,
CD=6cm.

4.34. Trong hinh bén, AB va CD la béng cla hai thanh chan
clia moét chiéc thang dwdi anh mat troi.

Hay giai thich tai sao AB song song v&i CD.




—® Emcé biét? e N
Phép chiéu song song dwoc sir dung chii yéu trong cac ban vé ki thuat vi phép chiéu
nay thé hién dung ti 1& kich thwéc trén vat thé. Tuy nhién, phép chiéu song song khéng
thé hién dang nhirng gi ma mat nguwdi quan sat dworc, vi du nhw phép chiéu song song
khéng thé hién dung luat xa gan: dbi véi cac vat thé cé cung kich thuéc, vat thé & gan
phai Ién hon, vat thé & xa phai nhd hon. Vi vay, trong nhiéu trwédng hop, phép chiéu
song song khéng thé hién dung dé cao, dé sau cla déi twong trong thue té va tao ra ao
giac cho ngudi xem. Bang cach khai thac nhirng do giac nay, Maurits Cornelis Escher
va Roger Penrose da dwa ra nhirng hinh anh vé cac “vat thé bat kha thi” (impossible
objects) — cac vat thé khéng ton tai trong thue té. “Thac nwéc Escher” va “Cau thang
Penrose” |a hai vi du vé cac vat thé nhw vay.

Thac nudc Escher Céu thang Penrose

Pé khéc phuc nhitng han ché cla phép chiéu song song, ngudi ta st dung phép chiéu
xuyén tam (hay phép chiéu phéi canh) ma ¢& do luat xa gan dwoc dam bao. Phép chiéu
xuyén tadm véi tam C |1én méat phang chiéu (P) (khdng di qua C) cho twong rng mdi
diém M trong khong gian voi diém M’ la giao diém ctia CM va (P). Phép chiéu xuyén
tam bién dwdng thang thanh dwdng thang.

r“—F' - —
.U.- -

Khi nhin hai duong ray xe Ilura ta co cam giac
chung “cat nhau o xa vo tan”

Néu (Q) la mét mat phang cét mat phang (P) theo giao tuyén d thi phép chiéu xuyén
tdm bién cac duwéng thang song song nam trong mat phang (Q) va khéng song song
v6i d thanh cac dwdng thang déng quy. Khi d6, diém déng quy ndm trén giao tuyén v
cua (P) va mat phang qua C song song véi (Q). Giao tuyén nay con duoc goi la “duong
thang vo tan” hay “dwdng chan tréi” trong héi hoa. Tinh chat nay clia phép chiéu xuyén
tam gidi thich tai sao khi vé& phéi canh, cac dwdng thang song song trong thuc té va
hwdng vé phia ngudi vé lai cé xu huwéng cét nhau tai mét diém & “xa vo tan”.
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BAI TAP CUOI CHUONG IV <<

A - TRAC NGHIEM

4.35. Cho dwong thang a song song vé&i mat phang (P). Mat phang (Q) chira dwéng thang
a va cat mat phang (P) theo giao tuyén la duwéng thang b. Vi tri twong déi cla hai dwong
thang ava b 1a

A. chéo nhau.
B. cat nhau.

C. song song.
D. trung nhau.

4.36. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Goi M |a trung diém cua
canh SD. Buwong thang SB song song v&i mat phang

A. (CDM). B. (ACM). C. (ADM). D. (ACD).
4.37. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Mat phang (AB'D") song song v&i mat phang
A. (ABCD).
5. (BCC'B).
C. (BDA)).
D. (BDC)).
4.38. Cho ba mét phang (P), (Q), (R) d6i mét song song véi nhau. Buwéng thang a cat cac
mat phang (P), (Q), (R) lan lvot tai A, B, C sao cho % :% va dwdng thang b cat cac mat

phing (P). (Q). (R) 14n luot tai A’ B’ C" Tisé A8

ban
B'C’ 9

A. g B C. E D. 3
3 2 5

1
5
4.39. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot 1a

trung diém cuia cac canh SB, SD; K la giao diém clia mat phang (AMN) va dwdng thang SC.
Tisd 58 bang
SC

1 1 1 2
A- = B- s C.. . D- =
2 3 < 3

4.40. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Goi M, M'1an Iwot 1a trung diém clia cac canh BC, B'C'.
Hinh chiéu clia AB'DM qua phép chiéu song song trén (A'B'C'DY) theo phwong chiéu
AA'la
A. ABA'M'. B. ACD'M' C. ADMM'. D. ABD'M'.



B-TU LUAN
4.41. Cho hinh chop S.ABCD cé day ABCD la hinh thang, AB // CD va AB < CD. Xac dinh
giao tuyén cla cac cap mat phang sau:
a) (SAD) va (SBC);
b) (SAB) va (SCD);
c) (SAC) va (SBD).

4.42. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, P lan Iwot |a trung diém cla cac canh
AB, BC, AA"

a) Xac dinh giao diém clGa mat phang (MNP) v&i duwéng thang B'C.

r

b) Goi K la giao diém clia mat phang (MNP) v&i dwdng thang B'C. Tinh ti sé ’f{i .

4.43. Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Trén canh SC va canh AB lan
lwot lay cac diem M va N sao cho CM =2SM va BN = 2AN.

a) Xac dinh giao diém K ctia mat phang (ABM) véi dwong thang SD. Tinh ti sé g—g
b) Chirng minh rang MN // (SAD).
4.44. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi G, K lan luot la trong tam
cua cac tam giac SAD, SCD.
a) Chirng minh rang GK // (ABCD).
b) Mat phang chira dwong thang GK va song song v&i mat phang (ABCD) cat cac

canh SA, SB, SC, SD lan lvot tai M, N, E, F. Chirng minh rang t(r giac MNEF |a hinh
binh hanh.

4.45.Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Goi M, N lan lwot 1a trung diém cia cac canh AD, AB'.
Chirng minh rang:
a) BD// B'D", (A'BD) // (CB'D') va MN // (BDD'B');
b) Bwdng thang AC' di qua trong tam G cla tam giac A'BD.

4.46. Cho tr dién ABCD. Trén canh AB lay diém M sao cho BM = 3AM. Mat phang (P) di qua
M song song v¢i hai dwéng thang AD va BC.
a) Xac dinh giao diém K ctia mat phang (P) véi dwdng thang CD.

* & KC
b) Tinh ti s6 —.
) Tinh ti so cD
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CHUONG V

GIGI HAN.
HAM SO LIEN TUC

Chuwong nay trinh bay khai niém gi¢i han cua day s6, cla
ham s6 va mét sé dinh i, quy tic tim giéi han. Chung la co
s& cho viéc nghién ctru cac néi dung khac cua Giai tich va
cho phép gidi quyét nhiéu bai toan cia khoa hoc va thuc
tién. Khai niem ham sé lién tuc va mét vai tinh chat don
gian cua chung dwoc trinh bay & phan cudi chuong.

GIG1 HAN CUA DAY sO

THUATNGU . KIENTHUC, KINANG
« Gi6i han cla day sé i« Nhan biét khai niém gi6i han clia day sé.

« Cac phép toan gidi han + Giai thich mét sb gi&i han co ban.
« Cép sb nhéan Iui v han ; « Van dung cac phép toan gi¢i han dé tim giGi han clia mot s6 day
- Téng cta cap s6 nhan | SO don gian.
Ui v6 han : » Tinh tong ciia mét cap s6 nhan Iui vo han va van dung dwoc két
: qua do dé giai quyét mot so tinh hudng thwe tién gia dinh hoac
lién quan dén thwe tién.

Nghich |i Zeno. Achilles (A-sin, mot nhan vat trong than thoai Hy Lap, dwoc moé ta la co
thé chay nhanh nhu gi6) dudi theo mét con rua trén mét duwédng théng Vi tri xuéat phat caa
Achilles 1a A,, cach vi tri xuat phat R, cua rua mot quang duong co chidu dai la a (H.5.1).
Zeno i luan réng mac du chay nhanh hon nhung Achilles khéng bao gié dudi kip rua.

A, AE Aa A, A5 A
@ O @ *—0©
Rf RE RS R4 F:‘5
Hinh 5.1

That vay, truoc tién Achilles phai dén dworc vi tri A,= R, vatrong khoang th&i gran nay, rua da
di chuyén dén vi tri R,. Sau do, Achilles phai dén dl.m'c vitri A,= R, luc nay rua da di chuyén
dén vi tri R,,... Cw nhu vay, Achilles khéng bao gi® dudi kip rua

Zeno (490 — 429 trwdc Codng nguyén) la mét triét gia Hy Lap, dén tir thanh phé Elea (mién
nam nwéc Y ngay nay). Trong sé cac nghich li ctia Zeno, nghich li Achilles dudi ria dwoc coi
la d4 thuc day su hinh thanh khai niém gi¢i han, mét cong cu thiét yéu cla toan hoc, duoc
str dung dé nghién clru cac qua trinh lién quan dén su vé han.
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1.GIG1I HAN H'U HAN CUA DAY S0
) #o1. Nhan biét day sé cé gié¢i han 13 0

(=)
et
a) Biéu dién ndm sé hang dau cla day sé nay trén truc sé.

Cho day sbé (u,) véiu, =

b) Bat dau tir s6 hang nao clia day, khoang cach tir u_dén 0 nhé hon 0,017

e N
Ta noi day so (u, ) co gi¢i han la 0 khi n dan téi dwong vé cwe, néu |u,| co thé nhé hon
mét sé duwong bé tuy y, ké tir mét s6 hang nao dé tré di, ki hiéu lim u, =0 hay u, —0

M=+

khi n — +m.
\ A

) Vidui. Xét day so (u, ) voiu, = iz Giai thich vi sao day sb nay c6 gi¢i han 1a 0.
n
Giai
Day s6 nay c6 gi¢i han 14 0, béi vi |u, | = lz c6 thé nhd hon mét sé dwong bé tuy y khi n dd lon.
n

Chang han, dé |u,| <0,0001 tirc la AN , ta can n? >10 000 hay n>100. Nhw vay,

n° 10 000
cac s hang clia day ké tir s6 hang thir 101 d&u co gia tri tuyét ddi nhé hon 0,0001.

Chu y. Tr dinh nghia day s6 ¢ gi¢i han 0, ta cé cac két qua sau:

= 1 £ ou » A A =]
» lim — =0 voi kla m6t s6 nguyen duong;
n—+x n

« lim g"=0néulg| <1;

n—+o

» Néu|u,|<v, véimoin=1va lim v, =0thi lim u,=0.

N—p 4o N—+a0

) luyén tip 1. Chirng minh rang lim (

n—+oo 3”

) wo2. Nhan biét day s6 ¢6 gi@i han hiru han

: n+(-1)" ;
Cho day s6 (u,, ) voi u, = % Xét day so (v, ) xac dinh béi v, =u, - 1.
Tinh lim v,,.
n—+wo

r 3

Ta noi déy s6 (u,, ) co gidi hanla sé thuc a khi ndan téi dwong vé cwcnéu lim (u, —a)=0,

M—»+o0
ki hieu lim u, =a hay u, — a khi n — +o.
N— 4w

\ J
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2n +1 lim u, = a khi va chi khi

.Chirng minh rang lim u, =2. -
" o lim (u, -a)=0.

) Vidu2. Xétday s6 (u,) voiu, =

Giai P>
2n+1)-2n
Tacéun—2=2n+1—2=( )220 _ 1 0 khi n -+
n n n
Dovay Iim u, =2.
n—+o

Chu y. Néu u, = c (cla hang sb) thi lim u, =c.

n—+o

3-2" -1

) tuyén tip 2. Cho day so (u, ) véi u, = . Chirng minh rang lim u, = 3.

= 4ot
) Vin dung 1. Mét qué bong cao su duoc tha tir @& cao 5 m xudng mét mat san. Sau méi lan
cham san, qua bong nay lén dd cao bang % do cao trwdc dé. Gia sir rang qua bong ludn
chuyén déng vuéng goc véi mat san va qua trinh nay tiép dién vé han lan. Gia st u, 1a
do cao (tinh bang mét) ctia qua bong sau lan nay 1én thir n. Chirng minh rang day s6 (u,) c6
gi&i han la 0.

2. DINH Li VE GIG'1I HAN HI'U HAN CUA DAY S0
) 402, Hinh thanh quy tac tinh gi®i han

T . b, 1 2
Cho hai day so (u,) va (v, ) v&iu, =2+—,v, =3-=—.
n n
Tinhvaso sanh: lim (u, +v,)va lim u, + lim v,,.
n—+wo N4 n—+w
Téng quat, ta cé cac quy tac tinh gidi han sau day:
' '
a) Néu lim u, =ava lim v, =b thi
=5+ A= 40
lim (u, +v,)=a+b; lim (u,-v,)=a-b;
M=+ N—F+x
l =a-b; im 2o -2 (né
im (u,-v,)=a-b; lim - =— (néu b #0).
n—+x n—+x Vn b
b) Néu u, >0 v&imoinva lim u, =a thi
N—p4or
a=0 va Ilim Ju =+/a.
L N—+10 n ‘J_
2 Pé tinh gi¢i han cia ddy s6 dang phan thirc,
PVidu3. Tim lim % ta chia ca tir thirc va mau thire cho luy thira
n—+o 20° -1 cao nhat cua n, réi 4p dung cac quy tac tinh
Giai gioi han.
Ap dung cac quy tac tinh gi¢i han, ta dwoc
2 1+ 1 + i lim |1+ —+ 12
. n“+n+1 . n npé now n n 1
lim —— = lim 7= 1 =E'
n—+x 20 —1 n—+ 2__2 fiis (2_ 2)
n N—=+x n
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2
) uyéntip 3. Tim lim Y271

ns+xe N+

3. TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

) Ho4. Lam quen v&i viéc tinh tong v han

Cho hinh vuéng canh 1 (don vi 6 dai). Chia hinh vuéng dé
thanh bén hinh vuéng nhdé bang nhau, sau d6 t6 mau hinh
vudng nho goc dwdi bén trai (H.5.2). Lap lai cac thao tac nay
voi hinh vuéng nho goc trén bén phai. Gia str qua trinh trén
tiép dién vé han lan. Goi u,, Us,..., U,,... lan lvot 1a dd dai
canh cua cac hinh vuéng duoc té6 mau.

a) Tinhtoéng S, =uy + Uy +...+ U,,.

b) Tim S = lim S,,. Hinh 5.2

N—s+m
Cap s6 nhan v6 han (u,,) cé cong boi q véi |g] < 1 dwoc goi la cap s6 nhan Ui vé han.

Cho cap s6 nhan Iui vo han (u, ) v&i cong bdi g. Khi d6

u1(1—q”)
S,=u+tu,+...+u, = —T

Vi|gl <1 nén g” — 0 khi n = +o. Do d0, ta co

lim S, = lim | ———| 2 |g" |= 2.
=420 =+ 1—q 1—q 1—Q‘

Giéi han nay dwoc goi la téng ctia cép sé nhan IUi vo han (u, ), va ki hiéu la

S=Uj+Uy+...+ U, +...

Nhw vay
u
= 1).
o (d<1)
1 1 1 1§
)Uidl_M.TinhténgS=1-—+—-—+...+(——] ...
2 4 8 2
Giai
Pay la téng clia cép sé nhan IUi vé han voi u, =1 véq=-%.
Do dé
§=_11 L §
3

AEREE)
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) Vidus. Biéu dién sé thap phan vé han tudn hoan 2,222... dwéi dang phan sé.
Giai

Tac62,222..=2+0,2+0,02+0,002+..=2+2 42—y 2. 1,
10 10*  10°

Pay 1a tdng cta cap sé nhan IUi vé han voi u.,=2,q=% nén

2000 - -d -2 _20

S e

10
) luyéntip 4. Tinhténg S=2 2,2
V' ap 4. go= ‘I'?'l'?—z‘l'...'l'?”_,l‘l'..

) Vin dung 2. (Giai thich nghich li Zeno)
Pé don gian, ta gid st Achilles chay vé&i van tde 100 km/h, van téc cha rua la 1 km/h va
khoang cach ban dau a = 100 km.
a) Tinh thoi gian £, 1,,..., {,,,... tvong (rng € Achilles di tir A, den A,, tr A, dén A,,..., tir A,
dénA ...
b) Tinh téng th&i gian cén thiét dé Achilles chay hét cac quang duong A A, AA,, ..., A A
.., tire 1a thoi gian can thiét dé& Achilles dudi kip rua.

ok

¢) Sailam trong lap luan cta Zeno l1a & dau?

4.GIO1HAN VO cuc CUADAY SO

) #o5. Nhan biét giéi han vé cuc
Mot loai vi khuan dwoc nudi cdy véi sb lvong ban dau la 50. Sau mébi chu ki 4 gio, s lwong
clia chung sé tang gap doi.
a) Dy doan cdng thirc tinh s6 vi khuan u_ sau chu ki thir n.
b) Sau bao lau, s6 lwong vi khuan sé vwrot con sé 10 000?

r A

+ Day s6 (u, ) dwoc goi la ¢b gidi han +wo khi 1 —+e0 néu u, ¢6 thé I6n hon mét sé duong

bat ki, ké tir mot sé hang nao d6 tré di, ki hiéu lim v, = +o hay u_, —+w khi n — +w.

» Day s (u,) duoc goi la cé giéi han —x khi n—+x néu lim (-u,)=+o, ki hiéu
A=l

lim u, = - hay u, ——w khi n — +o.

n—»+m

. o

Theo dinh nghia trén, ta co:
e lim n* = +o0, v&i k la sé nguyén duong:

M=+

o lim @" =+, VOIi g > 1.

=tz
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Lién quan dén giéi han vé cuwc cla day sé, ta cé mét sb quy tac sau day:

-
. 2 - . - U
« Néu lim u,=ava limyv, =+wx(hoac lim v, = -«) thi lim -+ =0.

M—+o N=+m n—tx n—r+x Vn

* Neu limu,=a>0, limv,=0vav, >0voimointhi lim — =+,

A=342 M=—s4a0 n—+x \f

« Néu lim u, =+w va lim v, =a>0thi lim u v, =+o.
N—+x n—+x n—=r4x

\

) Vidu 6. Tinh lim (n* - 2n).

=t
Giai
. 9 9 2 w . 2 T 2
Tacon -2n=n°"|1-—|.Honn*ra lm n“=+xcva lim |1—-— |=1.
. n fA—+m fl— 40 n‘
Do do6, lim (n* —2n) = +w.

N—t1w

) tuyéntip 5. Tinh lim (n-+/n).

BAITAP

5.1. Tim cac gi¢i han sau:
2

a} fim 2+2+1. b) lim (V% +2n-n).

n—+oo 2n2 3" n—+4o0

5.2. Cho hai ddy s6 khong am (u,) va (v, ) véi lim u, =2 va lim v, =3.

N—4 N —=b 400
Tim cac gi¢i han sau:
uE
a) lim a_- . [
)n—qu vy, — Uy, b)nIl;Tm Un * 2!."”.

5.3. Tim gi&i han cla cac day sé cho boi:

ayu, =1, b) v, =v2n? +1-n.
n

2n-1'
5.4. Viét cac s6 thap phan vé han tuan hoan sau day dwéi dang phan sé:
a)1,(12)=1121212..; b) 3,(102) =3,102102102...

5.5. M6t bénh nhan hang ngay phai ubng mét vién thuéc 150 mg. Sau ngay dau, truéc méi
Iér] uéng, hérp lvong thuf.uc cli trong co thé van con 5%. Tinh Iru’c_:fng thuéc c::’n trong co
thé sau khi uéng vién thuéc cua ngay thir 5. U'éc tinh Iwong thudc trong co thé néu bénh

nhan s dung thudc trong mét théi gian dai.

3
5.6. Cho tam giac ABC vubng tai A, c6 AB = h va @
géc B bang a (H.5.3). Tk A ké AA, 1 BCE, tr A, ke h
AA, L AC, sau do lai ké AA, 1 BC. Tiép tuc qua
trinh trén, ta dwoc dwong gap khicvohan AA A A....
Tinh @6 dai dwdng gap khac nay theo h va a. A A, A, A

Hinh 5.3
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~—® Emcé biét? e

Day sé Fibonacci va ti & vang

Ta d4 biét day Fibonacci cho bi hé thirc
truy hoi: 2
3
U1 = UE = 1, 1 1

U, =U, 4+U, ,™ véin>2.
Chia c& hai vé cta * cho u, , va dat

u o .
v, =—, ta ¢b céng thirc
Up1

v, =1+ —.

Vi

Day (v, ) cé gi&i han la mét s6 duong rthoa mén phwong trinh r =1+ 1 hay twong
r

1+\f§

duwong r’ —r-1=0. Giai phwong trinh nay ta dwoc r = 2

Pay chinh |a t7 1é vang (golden ratio) dwoc str dung trong kién truc, hdi hoa, tén gido, ...
Day Fibonacci va ti 1é vang clng xuat hién nhiéu trong thé gidi tw nhién.

Day sé logistic
Trong sinh thai hoc, nguwoi ta sir dung day (p,) cho bdi cong thirc truy hoi
Ppat =kp, (1-p,) dé mé phéng hé sinh thai cia mét loai (ddng vat hoac thuc vat),
trong d6 p, la ti 1€ gitra s6 lwong ca thé theo thdi gian va sirc chira cia moi tredng,
k 1a hé sé phu thudc dac diém cda loai va dieu kién méi trwedng. Day sé nay dwoc goi
la day logistic, do nha sinh hoc Robert May dwa ra nam 1976. Tuy thudc hé sb k va
gia tri ban dau p,, ta c6 thé duy doan su thay di cua hé trong twong lai. Dac biét, trong
trwdng hop day (p, ) c6 gidi han 14 mét s6 duong, ta néi hé sinh thai cia lodi 1a 6n dinh.
(Theo Stewart, Calculus, Nha xuét ban Cengage Learning)




G161 HAN CUA HAM sO

THUAT NGUY . KIEN THU'C, Ki NANG
* Gi6ihan cliahamsé | + Nhan biét khai niém gi¢i han hiru han cia ham s6 tai mét diém
- Gi6i han mét phia . vataivo cuc.

Nhan biét khai niém gi¢i han mét phia.

Nhén biét khai niém gidi han vé cuwc.

Tinh mdt sd dang gidi han cia ham so.

Giai quyét mot sb van dé thwe tién gén véi gidi han ciia ham sé.

« Gidi han tai vo cuyc
* Gi&i han v6 cuc

Trong Thuyét twong dbi cta Einstein, khéi lwong cla vat
chuyén déng véi van téc v cho bdi cong thirc

trong d6 m, |1a khéi lwong cda vat khi n6 ding yén, c 1a van
toc anh sang. Chuyén gi xay ra véi khéi lwong cua vat khi
van téc cla vat gan vaéi van téec anh sang?

Albert Einstein (1879 - 1955)

1. G161 HAN HU'U HAN CUA HAM SO TAI MOT PIEM
) #o1. Nhan biét khai niém gi®i han tai mét diém

4 - x?
x-2
a) Tim tap xac dinh ctia ham s6 f( x).

Cho ham s6 f(x) =

b) Cho déy s6 x, =2 + 1 Rut gon f(x,, ) va tinh giéi han cla day (u, ) v&i u, =f(x,).
n

c) Voi ddy so (x,) batki sao cho x, = 2 va x, — 2, tinh f(x, ) vatim lim f(x,).

nN—=+x

r ™
Gia str (a; b) 1a mét khodng chira diém x, va ham s6 y = f(x) xac dinh trén khodng (a; b),
co thé trir diém x,. Ta n6i ham sé f(x) co giéi han 1a sb L khi x dan t6i x, néu véi day
so (x, ) bat ki, x, €(a; b),x, # Xy va x, > X, ta cd f(x,)—> L, ki hiéu lim f(x)=L hay

| S,

f(x) > L khix — xo.

x—1 . " : 1
>— Chirng té rang lim f(x)=E.

x< -1 x—1

) Vidu1. Cho ham sé f(x)=



Giai
L4y day s (x,) bat ki sao cho x, #1va x, >1.Taco f(x,)="2—=

Do dé lim f(x,)= lim L =1.Vay limf(x)=—

n—+w n—o+e X, +1 2 x—1

Twong tw déi véi day sé, ta c6 cac quy tic tinh gidi han clia ham sé tai mét diém nhw sau:

3 ) . P 2 £
a) Néu lim f(x)=Lva lim g(x)=M thi * lim ¢ =c voiclahang so.
x—;-xg X—Xp 0

' - : « lim x" = x5 véineN.

Jim [ f(x)+g(x)|=L+M, o

xlllﬂﬂ f(x)-g(x)|=L-M;

x"ﬂu—f(x )-g(x)|=L-M;

lim fx) -i, néu M = 0.

x> g(X)

b) Néu f(x)20 véi moi x(a; b)\{x,} va lim f(x)=L

X=Xp
thi L=0va lim Jf(x)=+L.

X—'#Jfﬂ

) Vidu2. Cho f(x)=x-1va g(x)=x". Tinh cac giéi han sau:

f(x)]
a) lim| 3f(x)-g(x)|; bl[
) lim [ 3f (x)-g(x)] e
Giai
Ta cé Iirt]If(x):Iirn1(x—1)=Iim1x—lirn11=1—1=0, Mat khac, ta thay Iing{x)=lim1x3=1.
X ¥ X—¥ X ¥ X ¥ X—» X—
a) Tacod
{3 (x)-9(x)] = Im[3()] - (x) = bma- i (x)- b (x)=3-01- .
b) Ta cd
2 2 . .
[0 ImfE] fmfG-imfx) o
x-1 g(x) Iim1g(x) Iirqg(x) 1
X— ' X—

) Vidu3. Tinh lim bl Rl ]

x>0 X
Giai

Do mau thire ¢ gidi han la 0 khi x — 0 nén ta khéng thé ap dung ngay quy tac tinh gi¢i han
cta thuwong hai ham sé.

< a2
Jx+9-3 ( x+9) -3 X 1

Chu y rang - = =

X x(Jx+9+3) x(ﬂ#%) Jx+9+3
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VvX+9-3 1 1 1

Do dé lim = lim _ =—
x—0 X x0+/x+9+3 Iim[\}x+9+3] 6
x—0
- . ox—=1
) luyéntdp 1. Tinh !:@IJ;_1.
) #o2. Nhan biét khai niém gi®i han mét bén
—1
Cho ham s6 f(x) = x 1|.
x_

- r ‘1 H = f r
— Va X, = 1+E. Tinh y, =f(x,) vay, =f(x;,).

b) Tim giGi han cta cac day sé (y, ) va (y,).

E) Cho X, =1-

c) Cho cac day so (x,, ) va (x;, ) bat ki sao cho x, <1< x}, va x, — 1, x, > 1, tinh lim f(x,)
va lim f(x')). o

N—+x

r \

+ Cho ham s0 y =f(x) xac dinh trén khodng (X,; b). Ta n6i s0 L 1a giéi han bén phai

cta f(x) khi x — x, néu véi day so (x,,) bat ki thoa man x, < x, <b va x, - X,, ta co
f(x,)—L kihiéu lim f(x)=L.

X—Xg

- Cho ham sé y =f(x) xac dinh trén khoang (a;X, ). Ta néi sé L la giéi han bén trai
cla f(x) khi x — xy néu véi day sbé (x, ) bat ki thod mén a < x,, < x, va x,, - X,, ta co
f(x,)—L, ki hiéu lim f(x)=L.

X—Xpy

3gch:
) Vidya. Choham s f(x)= (X Neu0<x<i
X+1néul1<x<2.
Tinh lim f(x)va lim f(x).
 xoT (x) X—=T" (x)
Giai
V6i ddy s6 (x, ) bat ki sao cho 0 < x, <1vax, -1 tacof(x,)=x;

4
Do @6 lim f(x)= lim f(x,)="1.
x—1 Y ot

lim f(x) =L khi va chi khi

Twong tw, voi day so (x,) batkima1<x, <2, x, -1, XXy
. . | lim f(x)= lim f(x)=L.
ta co f(x,)=x, +1,chonén lim f(x)= lim f(x,)=2. x->x5 0 xoxg
' x—1 N—+=

-X néu x<0
Jx néu x=0.

Tinh lim f(x), lim f alimf .
i an{;l+ (x) erE_ (x)v lim (x)

) Luyén tdp 2. Cho ham so f(x) = {
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2. GIG1 HAN HO'U HAN CUAHAM SO TAI VO cuc

) #oz. Nhan biét khai niém gi®i han tai vé cuc

Cho ham s6 f (x) =1+ 2 ¢ d thi nhu Hinh 5.4,

x-1
V A
41

x Y

E R B I E

A

Hinh 5.4

E I el s el e

Gia str (X, ) 1a day s6 sao cho x, > 1, x,, — +w. Tinh f(x, ) vatim lim f(x,).

N—+0

#~

Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khodng (a; +). Ta néi ham so6 f(x) cé giéi han
la s6 L khi x —+» néu voi day sb (x,) batki, x, >a va x, —» +x, taco f(x,)>L,
ki hiéu lim f(x)=L hay f(x)— L khi x — +o.

X »t+m
Cho ham s6 y =f(x) xac dinh trén khoang (—e; b). Ta néi ham s& f(x) cé gi¢i han la
$0 L khi x — —0 néu voi ddy s6 (X, ) batki, x, <b va x,, - —x, tacd f(x,) — L, ki hiéu
lim f(x)=L hay f(x)— L khi x — —x.

X=r=—

\

) Vidus. Cho f(x)=2+ ——. Sir dung dinh nghia, im lim (x) va lim (x).

114

Giai

Lay day (x, ) batki sao cho x,, >1va x,, —»+x,tacof(x,)=2+

x-1 X K—p—ii)

x” _1 n-»+wx

Vay lim f(x)=2. Twongtw, tacingcod lim f(x)=2.

X —p+a0 X—»—0

.Dodé lim f(x,)=2.

-~

Cac quy tac tinh giéi han hiru han tai mét diém ciing dung cho gi¢i han hiru han tai
vO cucC.

Vi c la hang s6, ta cé: lim c¢=c, lim c=c.
X=>+00 X=p =00

Vé&i k la mét sé nguyén duwong, ta cé: lim ik =0, lim ik — ol
X—»+0 ¥ X——0 ¥

~




x2 +1

X

x2 +1 . x2 +1
= lim | - 2
X X—»—m X

1 1
=—|lim [1+—=|==/1+ lim — =-1.
JX—)—DE[ +x2) J +x—}—-r;- :{2

Vx% +2

X +1

P Vidué6. Tinh lim
X —3—noo
Giai

1
1+ —
X2

=— |lim

X—r—0

Taco lim

X——00

D luyéntdp 3. Tinh lim

X—pto0

) Van dung. Cho tam gidc vuéng OABV6i A=(a; 0)vaB=(0; 1)
nhw Hinh 5.5. Bwong cao OH co do dai la h.
a) Tinh h theo a.

b) Khi diém A dich chuyén vé O, diém H thay dbi thé nao?
Tai sao?

c) Khi A dich chuyén ra v cue theo chieu dwong clia truc Ox,
diém H thay do6i thé nao? Tai sao?

3. GIG'I HAN VO cu'c CUA HAM SO TAI MOT PIEM

a) Gi@i han vé cuc
) #o4a. Nhan biét khai niém giéi han vé cue

Xét ham s6 f(x) iz c6 d6 thi nhuw Hinh 5.6.

ngja?b a>0
’ 1-—\f32—b a<0.

Yi
| B
H
h
O 3 A hx
Hinh 5.5

X

Cho x, = 1, chirng t6 rang f(x, ) - +x.
n

-~

ta cod f(x,)—>+oo, ki hiéu lim f(x)=+ox.

x—}xﬂ

X—Xp
\

Ta ndi ham s6 f (x) ¢ gi&i han —w khi x — x,, ki hiéu lim f(x)=

.
Gia s khoang (a; b) chira x, va ham s6 y =f(x) xac dinh trén (a; b)\ {X, }. Ta néi ham
sO f(x) cé gi¢i han +e khi X — Xy néu véi day so (x,,) bat ki,

X, €(a b)\{xy}. X, = Xo.

—o0, Néu xli_[r;n [F(x)]=+=.

’

» Vidu 7. Tinh lim

x=>1x -1

Giai

Xét ham so f(x) = |x1 T

Dodo f(x,)= L am.VéylimL=+m.
X, -1 " x=1]x =1

Lay day so (x, ) bat ki sao cho x,, #1, x, —> 1. Khi o, |x, -1 — 0.
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) 1o5. Cho ham s6 f(x):ﬁ. Vi cac day so (x,) va (x',) cho béi x, :1+%, X', :1—%

tinh lim f(x,)va lim f(x',).

N=—»+00 N=—p+4o

' h
« Choham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (x; b). Tanéi ham sé f ( x ) c6 gi¢i han + khi
X — X, v& bén phai néu véi day s6 (x,,) bat ki thod man x, < x_ < b, x. — x,, ta co

f(x,) —> +o, ki hiéu lim f(x)=+ow.
X—Xg

« Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (a; x.). Ta néi ham s6 f(x) cé giéi han +x
khi x — x, vé bén tréi néu véi day so (x,, ) bat ki thod mén a < x_ < x,, X, - x,, ta co
f(x,) —> +o, ki hiéu lim_f(x) = +00,

X=X
+ Céc gidi han mét bén lim f(x)=—w va lim f(x)=—c dwoc dinh nghia twong ty.
\ X—Xg X—>Xg p

) Vi du 8. Gidi bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai
Tl cong thirc khéi lvong

ta thay m la mét ham so cla v, voi tap xac dinh la nira khodng [0;¢). Ré rang khi v tién

2
gan téi van toc anh sang, trcla v — ¢, ta co ,f1 - 1’? —0. Do d6 lim m(v) =+, nghiala
Cc

V—=C

khéi lwong m cua vat tré nén véo cung Ién khi van téc cha vat gan voi van téc anh sang.
» luyén tap 4. Tinh cac gi¢i han sau:

a) Iimi' b) lim ]
x50 | x| -2 2 x
Chu y. Céac gigi han lim f(x)=+w, lim f(x)=+w, im f(x)=-» va lim f(x)=-w duoc
X—+m X——x0 X— 4+ ¥y

dinh nghia twong tw nhu gi¢i han cla ham sé f(x) tai vé6 cwc. Chang han: Ta néi ham sé
y =f(x), xac dinh trén khoang (a; +0), co gi¢i han la —e« khi x — +o0 néu véi day so (x,, ) batki,

X >avax, —»+xn, tacof(x,) > —w, ki hiéu lim f(x)=-w hay f(x) - -« khi x - +=.

X—+—a0
Mot sé gidi han dac biét:
* lim x* =+ VOI k nguyén duong;

X—+a0

e lim x* =+ v&i k 1a s6 nguyén dwong chan:;

X—3—a0

« lim x¥ =-w v&i k 1a sé nguyén duong |é.

X—»—a0
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b) Mot sé quy tac tinh giéi han vé cuc

Chu y cac quy tac tinh giéi han hiru han khéng con ding cho giéi han vé cue.

Ta c6 mét s6 quy tac tinh gidi han cua tich va thwong hai ham sé khi mét trong hai ham sé
do6 co gioi han vo cuc.

+ Quy tac tim giéi han cda tich f(x)g(x).

Gia st lim f(x)=L#0va lim g(x)=+wx (hoac —«). Khi @6 lim f(x)g(x) duoc tinh theo

X—Xp X—=Xp X—Xn
quy tac cho trong bang sau:

lim f(x lim g(x lim f{x)g(x
X—+Xp ( ) x.._a,xug( ) X—Xp ( )g( )

[0 +00 +00

—00 —0C

L<0 L —

i +o0

- Quy tic tim gi6i han cda thuong F(x)

g(x)
- - f(x)
lim f(x lim X 5 st im "/
X=XQ ( ) x—rxﬂg( ) Dau CUEQ{X) xll_,n;ug(x)
L 40 | Tuyy | = 0
L>0 0 . ~
L<0 0 - —

Cac quy tac trén van dung cho cac tredng hop x — x5, X — Xg , X —> +00 Va X — —w.

) vidus. Tinh lim **1,
x—=0 ¥
Giai
Ta str dung quy tac tim giéi han cia thwong. RS rang, gi¢i han clda tir s Iin*'lj (x+1)=1.
X—
Ngoai ra, mau s6 nhan gia tri dwong véi moi x = 0 va lim x?=0.Do vay lim le = +00,
x—0 x—=0 x

Vidu10. Tinh lim va lim .
) ) x—}1+}f(1—X) x—}TX('l—J{)

Giai

£ 1 1 1 ;e 1 . 1 .
Viét =—.—— taco lim —=1>0. Honnwva Im —=-owdo1-x <0 khi x >1.
x(1-x) x 1-x x>1" X x—1" 1= X

Ap dung quy tac tim gi&i han cta tich, ta dwoc lim
x>t X(1=X)

= —0Q0,

Li luén twong tw, ta cé lim
x—1 X(1-x)

= +00.
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D wyéntdps. Tinh lim 2= va fim 21,
x—22t X =2 x—=2~ X —2

BAITAP
2 — =
5.7. Cho hai ham s6 f (x) = X 11 va g(x)=x+1. Khang dinh nao sau day |a dung?
X —
a) f(x)=g(x); b) )I{mgf(x)zimﬁg(x).
5.8. Tinh cac gi¢i han sau:
2
2)° -4 Jx219-
a) tim X2 4 b) lim YX~*9 -3
x »0 X x—0 X

Onéut<0

- (ham Heaviside, thwdng dwoc dung dé mé ta viéc
1Tnéut=0

5.9. Cho ham sbé H(t):{

chuyén trang thai tat/mé clia dong dién tai thei diém ¢ = 0).

Tinh lim H(t) va lim H(t).
t—=0" t—=0

5.10. Tinh cac gioi han mot bén:
2

a) lim ﬁ; b) lim X —X*1 nk.> L
x—1" X —1 il b=
2
2 £ X —-5x+6
5.11. Choham s ¢g(x) = — :
9(x) 1x — 2|
Tim lim g(x)va lim g(x).

x—27 x—2

5.12. Tinh cac gi¢i han sau:

a) lim 4 —2X. b) lim (\/x2+x+2—x).
X—+o fx2+1 ¥—3tan

2
513.Choham sé f(x) = .
() (x—1)(x-2)
Tim lim f(x)va lim f(x).
x—2" ' Xx—2"
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HAM SO LIEN TUC

THUATNGU . KIEN THU'C, KiNANG
« Ham sb lién tyc tai : « Nhan dang ham sb lién tuc tai mét diém, hoac trén mét khoang,
mot diém . trén mot doan.
« Ham so6 gian doan .+ Nhén dang tinh lién tuc clia téng, hiéu, tich, thwong clia hai ham
« Hamsé lientyctrén | SOlién tuc.
mot khoang -+ Nhan biét tinh lién tyc cia mét s6 ham so cap co ban trén tap
- Ham sé liéntyc trén xac dinh cua ching.
mot doan :

Mot ngudi lai xe tir dia diém A dén dia diém
B trong théi gian 3 gi@. Biét quang duong tur
A dén B dai 180 km. Chirng té rang c6 it nhat
mét thoi diém trén hanh trinh, xe chay véi van
téc 60 km/h.

p—————— Qué&ng dworng ———

1.HAM SO LIEN TUC TAIMOT BIEM

) 401, Nhan biét tinh lién tuc cua ham sé tai mét diém
5 —1

Cho ham s6 f(x)=1 x -1

2 néux =1.

Tinh gi¢i han lim 7 (x) va so sanh gia tri nay véi f(1).

X1

néux # 1

Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang (a; b) chira diém x,. Ham sé f(x) dwoc goi la
lién tuc tai diém x, néu lim f(x)=r(x,).

X—Xg

L >

Ham sé f(x) khéng lién tuc tai x, dwoc goi 1a gian doan tai diém do.
/) Vidu1. Xét tinh lién tuc ciia ham s6 f(x) = x+1 tai diém x, = 2.
Giai x—1
R& rang ham s6 f(x) xac dinh trén R\ {1}, do d6 x, =2 thuéc tap xac dinh clia ham sb.
Taco lim f(x) = lim 21 = 3= (2). Vay ham s f(x) lién tuc tai x, = 2.

xX—2 x—2 X -1



1 néux>0
) Vidu2. Xét tinh lién tuc clia ham dédu s(x)={0 néu x =0 taidiém x, =0.

-1 néux<0
Giai Ham s f ( x) lién tyc tai x, khi
Tathdy lim s(x)=1, lim s(x)=-1. Do @6 khéng ton tai va chi khi
*0 x40 lim £(x)= lim f(x)="1(x,).
gi¢i han lim s(x). X=X x—Xg
x—0
Vay ham sé nay gian doan tai O.
~-Xx néu x<0
) Luyén tdp 1. Xét tinh lién tuc clia ham s6 f(x)=40 néu x=0
tai @iém x, = 0. x%2 néu x>0

2. HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

2xné’u0£x£% xneuﬂixi%
) #o2. Cho hai ham s0 f(x) = 1 vag(x)=+
1 neuEf.:xi‘l 1 neu—=-<x<1
v&i @6 thi twong (eng nhw Hinh 5.7.
¥ y ¢
“F- | 1 - |
1) i 1] i
2 i 2 f i
l ; I
: — ! —
O 1 1 X O 1. 1 X
2 2
Ham sé y = f(x) Ham sé y = g (x)
Hinh 8.7

Xét tinh lién tuc clia cac ham s6 f(x) va g(x) tai diém x = . va nhan xét vé s khac nhau
gira hai d6 thi. 2

r Y
Ham sé y =f(x) dwoc goi la lién tuc trén khoang (a; b) néu né lién tuc tai moi diém thude
khoang nay.

Ham s6 y =f(x) dwoc goi la lién tuc trén doan [a; b] néu né lién tuc trén khodng (a; b) va
lim f(x)=f(a), lim f(x)=f(b).

Xx—a x—=b~
\, 7

Céc khai niém ham sé lién tuc trén nira khodng nhu (a; b], [&; +=),... dwoc dinh nghia theo
cach twong tw. Co thé thay doé thi cia ham sé lién tuc trén mét khodng 1a mét duwéng lién
trén khoang dé.
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x—1néu xe(0; 1)

trén nira khoéng (0; 1].
0 néux=1

) Vidu 3. Xét tinh lién tuc cta ham sbé f(x):{
Giai
Ta 6 f(x)=x-1véi xe(0;1). V&i x, € (0; 1) bat ki, ta co& lim (x—1)= x5 —1=7(x,).
X—3Xp '

Vay ham s6 f (x) lién tuc trén khoang (0; 1).

Hon nira, lim f(x)=0=f(1) nén f(x) lién tuc trén ntra khoang (0; 1].

x=>T

Vé tinh lién tuc ciia cac ham sé so cap co ban da biét, ta co

« Ham sé da thirc va cac ham sé y = sinx, y = cosx lién tuc trén R.

« Cac ham sé y = tanx, y = cotx, ¥ = Jx va ham phan thirc hiru ti (thwong cua hai da
thirc) lién tuc trén tap xac dinh cua chung.

X +1

) Vidu4. Cho ham sé f(x) = p

Giai
Tap xac dinh ctia ham s6 (x) la (—oo; 1) U (1; +20). Vay ham s6 f(x) lién tuc trén cac khodng

. Tim céc khoang trén dé ham s6 f(x) lién tuc.

(—oo; 1) va (1; +x).
2

) Luyén tdp 2. Tim cac khodng trén d6 ham s6 f(x) = ‘::21

lién tuc.

3.MOT SO TiNH CHAT CO BAN

» H03. Cho hai ham s6 f(x)=x* vag(x)=-x+1.
a) Xét tinh lién tuc cta hai ham sé trén tai diém x =1.
b) Tinh L =lim| f(x)+g(x) | va so sanh L v6i f (1) + g (1).

Ta ¢6 khang dinh sau day vé téng, hiéu, tich va thwong clia hai ham sé lién tuc.

r Y
Gia st hai ham sé y =f(x) va y = g(x) lién tuc tai diém x_. Khi do:

a) Cacham sb y=f(x)+g(x), y = f(x)-g(x)vay = f(x)g(x) lién tuc tai x,;

. f ,
b) Ham 86 y =78 jign tue tai x, néu g(x)#0.
9(x)
\ S
¢ o  a 3 " £ sin x
) Vi du5. Xét tinh lién tuc cla ham so f(x) = =T

Giai

Ham so xac dinh trén cac khoang (—o; 1) va (1; +e0). Trén cac khoang nay, tir thirc (ham
lwong giac) va mau thirc (ham da thirc) 1a cac ham sé lién tuc. Do @6, ham s6 f(x) lién tuc
trén R\ {1}.
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Nhan xét. Neu ham s6 y =f(x) lién tuc trén doan [a; b] va f(a)f(b) <0 thi ton tai it nhat mét
diém c e (a; b) sao cho f(c)=0.

Két qua nay dwoc minh hoa bang dé thi [

nhw Hinh 5.8. /\
a i o
f---{r@)

) Vidu 6. Chirng minh rang phuwong trinh x° + x® =10 =0 c6 it nhat mét nghiém.

Giai

Hinh 5.8

Xétham s6 f(x)=x" + x> -10. Tac6 f(0)=-10<0, f(2) =30 >0 va vi f(x) Ia ham da thirc
nén no lién tuc trén [0; 2]. Khi @6, phwong trinh f(x) =0 c6 it nhat mét nghiém trong khoéng
(0; 2).

) Vin dung. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
BAITAP

5.14. Chof(x) va g(x) la cac ham sd lién tuc tai x = 1. Biét f(1) =2 va lim | 27 () -g(x)]=3.
X—
Tinh g (1).

5.15. Xét tinh lién tuc clia cac ham sé sau trén tap xac dinh clia chung:

14 %% néu x <1
14—:»: néu x>1.

X
x° +5x+6

a) f(x)= b) f(x)

5.16. Tim gia tri cia tham sé m dé ham sé

f(x)=

sinx néu x>0
—X+mnéu x<0
lien tuc trén R.

5.17. Mot bang gia cwéc taxi dwoc cho nhw sau:

Gia mo cua i 2 S0 02 i &

‘ Gia cude cac km tiép theo Gia cude tir km thir 31
(0,5 km dau) dén 30 km
10 000 déng 13 500 déng 11 000 déng

a) Viét cong thirc ham sbé mo ta sé tién khach phai tra theo quang dwéng di chuyén.

b) Xét tinh lién tuc cia ham sé & cau a.
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BAI TAP CUOI CHUGNG V

A - TRAC NGHIEM

5.18. Cho day s6 (u,) v6i u, =Vn? +1-+/n . Ménh @& ding Ia

A. lim u, =—c. 2. limu, =1.
M=+ n=+x0

C. lim u, =+o. D. limu,=0.
n—+om N—+11

2 n
5.19. Cho u, = 222 *2 Gisi han cta day s6 (u, ) bing

2H

A. 1. B. 2. C.-1. D. 0.

K

5.20. Cho cép s6 nhan i v6 han (u, ) voi u, = 3% Téng clia cap s6 nhan nay bang

A.3. B. 2. C.1. D. 6.

5.21. Cho ham s6 f(x) = Vx+1-+/x+ 2. Ménh dé dung Ia

At 1)< 5 im ()0,
- R e
C. xl_l}n;lmf(x)_—l D. xl_l}r[umf(x)_ >

X=X \pi a6 lim f(x) bang

5.22. Cho ham sé f(x) = ™
x—0"

A. Q0. B. 1. C. +oo. D. ~1.

5.23. Cho ham s6 f(x) = <"1 Ham sé £ (x) lién tuc trén

|x+1|
A. (—co,+m) B. (—m;—1].
C. (~o—1) U (—f+e0). D. [~1+).
X% +x-2 &u x =1
5.24.Choham sé f(x)=1{" x—1 "0 X7 " Ham sd f(x) lién tuc tai x = 1 khi
a néu x =1
A.a=0. B.a=3. C.a=-1 D.a=1.



B-TU LUAN

5.25. Cho day s6 (u,,) c6 tinh chat |u, —1 < E Co6 két luan gi vé gioi han cla day sé nay?
n

5.26. Tim gi&i han cua cac day sb c6 sb hang tbng quéat cho bdi cdng thirc sau:

a}un:3nzf;—2; b)vnzéskﬁtﬁk; C)W":%'
5.27. Viét cac s6 thap phan vé han tuan hoan sau day dwéi dang phan soé:
a) 1,(01): b) 5,(132).
5.28. Tinh cac gi¢i han sau:
o m P b
o) lim =%, d) fim —X12

x—1 (1_}() x_,_m\/‘qxz__l_ —1

5.29. Tinh cac gi¢i han mét bén:

2 _— '
a) tim X =2, b) lim |
x—37 | x =3 | x—T 4J1— X
5.30. Chirng minh rang gi&i han lim E khéng tén tai.
X— X

5.31. Giai thich tai sao cac ham sé sau day gian doan tai diém da cho.

1
a) f(x){} NeU X720 ai giém x = 0;

1 néu x=0

[1+x néu x <1

b) g(x)= , tai diém x = 1.
) 9(x) ]2—x néu x=1
5.32. Luc hap dan tac dung Ién mét don vi khéi lwong & khoang cach r tinh tlr tam
Trai Dat 1a
Gh;r néur<R
F“*”SL
—- néur2R,
L r

trong 6 M va R 1an lwot la khéi lwong va ban kinh cta Trai Dat, G la hang sbé hap dan.
Xét tinh lién tuc ctiia ham s6 F(r).

5.33. Tim tap xac dinh cla cac ham sé sau va giai thich tai sao cac ham nay lién tuc trén cac
khoang xac dinh cda chung.
X—2

b)g(X)=;ﬁ;;.

COos X
1
x*> +5x+6

a) f(x)=

x+1néu x<a

2

. lién tuc trén R.
X néu x>a

5.34. Tim c&c gid tri cia a dé ham sé f(x) = {
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HOAT PONG
THUC HANH
TRAI NGHIEM

MOT VAI AP DUNG CUA TOAN HOC
TRONG TAI CHINH

MUC TIEU

Hoc sinh biét van dung toan hoc dé giai quyét mét sé van dé tai chinh nhw bai toan gtri tiét kiém
tich luy, bai toan vay tra gop.

Chuén bi:

— Baéng lai suat givi tiét kiém tich luy cia mét s6 ngan hang:
— Bang lai suat vay tra gop (khi mua nha, 6 16, ...) cia mét s6 ngan hang;
— May tinh cam tay.

Thuc hién: Chia 1&6p 1am bén nhém va tién hanh nhw sau:

Buéc 1. Cac nhdém cung thue hién HD1, HD2, HD3 trong bai hoc, duéi s huwdng dan cua
gido vién, dé hiéu cac khai niém va cong thirc can thiét.

Buoc 2. Dwa vao dir lieu da co o, ppén Chuan bi va go' y trong cac Van dung trong bai hoc,
GV dat ra nhiém vu thuc té cu thé cho tirng nhom. Moi nhom sé thwe hién mot nhiem vu
riéng. Cac nhém hoan thanh nhiém vu dwoc giao, sau dé bao cao truéc 1op.

Nhiéu giao dich tai chinh nhuw gl tiét kiém tich
luy, vay tra gop,... lién quan dén cac khoan thanh
toan dwoc thuc hién déu dan. Vi du, néu giri déu
dan 5 triéu d@éng méi thang vao mét tai khoan tich
luy c6 lai suat 6% mot nam, thi gia tri tai khoan
ctia ban sé la bao nhiéu vao cudi nam thir 5?
Néu vay 1 ti ddng dé mua nha véi 1ai suat 9% mét
nam, thi sé tién ban phai tré hang thang la bao nhiéu
dé cé thé tré hét khoan vay nay trong 10 nam?

MONTHLY
PAYMENT

Nhirng cau héi nhuw vay lién quan dén téng cac sé hang cua mét day sé. Trong bai nay, chung
ta sé& sir dung kién thirc vé cong thirc & kép va cap sb nhan dé tra 16i nhirng cau hoi nay.



1.0 TIEN CUAMOT NIEN KIM

Nién kim 1a mét khoan tién dwoc tra bang cac khodn thanh toan déu dan. Mac du t “nién
kim” nghia la cac khoan thanh toan hang nam, thuc té ching cé thé dwoc thyc hién thanh
toan nlra ndm, hang quy, hang thang hoac sau nhirng khoang théi gian déu dan khac. Thanh
toan thuérng dwoc thue hién vao cubi khoang théi gian thanh toan. Sé tien cia mét nién kim
|a tng cUa tat ca cac khodn thanh toan riéng I& tir thdi diém thanh toén dau tién cho dén khi
thanh toan cubi cung dwoc thue hién, clng vaéi tat ca tién |ai.

) Ho1. S6 tién cua mot nién kim

Béac Lan glti déu dan 10 triéu déng vao ngay dau méi thang trong vong 5 ndm vao mét tai
khodn tich luy huédng lai suat 6% mdi nam, theo hinh thirc tinh 14i kép hang thang.

a) Tinh so tién c6 trong tai khodn vao cudi ki thir nhat, cudi ki thir hai.
b) Tinh s6 tién cb trong tai khoan vao cubi ki thir n.
c) Tinh sé tién co trong tai khoan ngay sau Ian thanh toan cudi cung.

Noi chung, khodn thanh toan theo nién kim dwoc goi |a tién thué dinh ki va ki hiéu la R. Goi j
a 1ai suat trong mbi khoang théi gian thanh toan va goi n 1a sé 1an tra. Chang ta ludn gia thiét
rang khodng théi gian tinh 1ai kép bang thdi gian gitra cac 1an thanh toan. Bang cach lap luan
twong tw nhu trong HD1, chung ta thay rang sé tién A, ciia mét nién kim 1a

A =R+R(+1)+RA+i¥ +...+R(1+i)"".

Vi day la tdng cla n s6 hang dau clia mét cap sé nhan véi sé hang dau a = R va cdng boi
r=1+i néntaco

'/ ' L
S6 tién cua nién kim
Sé tién A, cia mét nién kim bao gébm n khodn thanh toan déu dan bang nhau va bang R
v&i 18i suat i trong moi khoang thoi gian dwoc cho boi

Joll Ulal a0k,

/
\ J

) Vin dung 1. Anh Binh can dau tw bao nhiéu tién hang thang véi 1ai suat 6% mdi nam, theo
hinh thire tinh 1ai kép hang thang, dé cé 200 triéu déng sau hai nam?

2.GIATRIHIEN TAICUAMOT NIEN KIM

Néu ban nhan duwoc 100 triéu dong trong vong 5 nam ke tir bay gio, né sé co gia tri thap hon
nhiéu so véi viéc néu ban nhan duoc 100 triéu dong ngay bay gio. Diéu nay la do so tien lai
ma ban c6 thé tich Iy trong 5 nam téi néu ban dau tw s6 tién d6 ngay bay gio. Ban sé chap
nhan so tién nho hon nao bay gio thay vi viéc nhan 100 triéu dong trong 5 nam t6i? bay la
sO tién, cung véi tién 1ai, sé tri gia 100 triéu doéng trong 5 nam t&i. SO tién nay dwoc goi la
gia tri hién tai.
) o2, Nhan biét gia tri hién tai cua mét sé tién

Gia str mot nguoi guvi tiét kiém véi 1ai suat khéng ddi 6% mot nam, theo hinh thirc tinh 14
kep hang quy.

a) Tinh lai suat j trong mdi quy va sé khoang théi gian tinh |&i trong vong 5 nam.
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b) Gia sl sau 5 ndm nguéi dé nhan dwoc sé tién 100 triéu déng ca vén 1an 13i. Tinh gia tri
hién tai cla soé tién 100 triéu ddéng do.
Twong tw, néu sé tién A, dwoc tra dan trong n khoang thei gian ké tir bay gié va lai suét trong
méi khoang thoi gian la /, thi gia tri hién tai A cla né dwoc cho bdi
1-(1+1i)"
;' :

A =A@+ =rIED) 1 ?ﬂ Tasiyn=

2
Gia tri hién tai cua mét nién kim
Gia tri hién tai clia mét nién kim bao gom n khoan thanh toan déu d&n bang nhau va bang
R voi lai suat i trong moi khoang thoi gian dwoc cho boi
1—(1+i) "
A -R—LTL
i
L A

) Vin dung 2. M6t nguoi tring xb sé gidi dic biét véi tri gia 5 ti ddng va sb tién trung thwdng
s& duoc tra dan hang nam, méi nam |a 500 triéu dong trong vong 10 nam. Gia tri hién tai cla
gidi dac biét nay la bao nhiéu? Gia st rang ngudi do cé thé tim dwoc hinh thirc dau tw voi
|3i suat 8% médi nam, tinh |&i kép hang nam.

Tra goép la phwong thirc cho
vay tién ma cac ki trd no goc

3. MUATRI\ GﬁP va lai trang nhau. SO tién tra

ng' cia moéi ki 12 bang nhau
Khi ban mua mét ¢an nha hodc mét chiéc xe 6 t6 theo hinh  theo thoa thuan va so lai dwoc
thirc tra gép, cac khoan thanh toan ma ban thuc hién lamot  UNh dwa trén so du ng' goc va

khodn nién kim c6 gia tri hién tai 1a 6 tién clia khodn vay. 101 hanthuc I€ cua ki han tra
ng. Tra gop con ap dung trong

) uoz. Anh Hwng mudn mua mét chiéc xe 6 té theo hinh thirc  viéc cho vay tiéu ding, mua
trd g6p dé chay xe dich vu. Anh 4y c6 thé trd dan 10 triéu  1ai sén gi tri I6n nhu nha dat,
déng mdi thang nhwng khéng co tién tra trwéc. Néu anh 910, ...

Hung ¢cé thé thue hién cac khodn thanh toan nay trong véng
5 nam va lai suat 1a 10% moét nam, thi hién tai anh &y coé thé
mua duoc chiéc xe 6 t6 v&i mirc gia nao?

p
Mua tra gop

Néu mét khoan vay A, phai dwoc hoan tré trong n 1an thanh toan déu dan bang nhau véi
|4 suat i trong mdi khodng th&i gian thi sé tién R cia mdi khoan thanh toan la
R = A, .
1-(1+4)"
\ J

) Vén dung 3. M6t cép vo chong tré vay ngén hang 1 ti dong véi 1&i suat 9% mot nam dé mua
nha. Ho dw dinh sé tra gop hang thang trong vong 10 nam dé hoan tra khoan vay nay. Hoi
moi thang ho sé& phai tra cho ngan hang bao nhiéu tien?



LUC CANG MAT NGOAI CUA NUGC

MUC TIEU

Hoc sinh biét thirc hién thi nghiém dé thu thap dir liéu, biét st dung nhirng s6 déc trwng cla so
liéu ghép nhom dé so sanh két qua va rit ra mot so két luan.

Nuwée cling nhw cac chat 16ng déu co Iyc cadng bé mat hinh
thanh do sw twong tac gitra cac phan tlr cGia chat 1dng. Sé
rat kho dé théi bong béng tir nwwéc do lwec cang bé mat cua
nwéce |on. Tuy nhién, néu pha thém xa phong vao nuéc viéc
nay sé duoc thwe hién do xa phong lam giam lwc nay cua
nwédc. Luc cang yéu bong béng cang 1on.

Trong bai trai nghiém nay chung ta sé xem xét anh huwdng
cua nhiét dé téi lwe cang mat ngoai cua nwéc xa phong
théng qua viéc so sanh dwong kinh bong béng théi tir dung
dich xa phéng & nhiét dé khac nhau.

) wo1. Thu thap di lidu
Chuén bj:
— Nwéc, nwdc ndng — Céc, thia, 6ng hat
— Xa phong — Giay bong kinh, gidy co dudng ké chia centimét
— Nhiét ké _ But, gidy.

Thuc hién:

» Nhom 1:

— Budrc 1. Pha xa phong vao nuoc ¢ nhiét dd phong

— Budc 2. Pat to gidy ké 6 li xudng dudi tam nhya

— Budc 3. Dung thia mic mét lwong nwéc xa phong dé Ién trén tdm nhua
- Budc 4. Dung éng hut théi béng dén khi bong vé

— Buwdc 5. Xac dinh dwdng kinh bong béng

— Budc 6. Lwu két qua do vao bang theo mau sau:



Nhém 1
Puong kinh
bong béong |([2; 4)|[4; 6)|[6; 8)| [8; 10) [[10; 12)|[12; 14)|[14; 16)|[16; 18) [18; 20)|[20; 22]
(cm)
Két qua
(danh dau /) : i

Bang 1. Két qua thi nghiém trén nu6c xa phong & nhiét d6 phong

Nhém 2: Thwc hién twong tw véi nwéc nong (70 °C - 80 °C).

) 102, Lap bang tan s6é ghép nhom cho két qua thi nghiém thu dwoc & hai nhém theo méu sau:

Puwéng kinh
bong béng
(cm)

[2; 4)

[4; 6)

[6; 8)

8 10)

[10; 12)

[12; 14)

[14; 16)

[16; 18)

[18; 20)

[20; 22]

Nhom
1

Tan sé
Nhém
2

Bang 2. Bang t&n sé ghép nhém cho dit liéu dwrong kinh bong bong

) uoz. Duwa vao Bang 2, hay tinh va so sanh sé trung binh, trung vi, mét cia mau dir liéu thu
duoc vé dwdng kinh bong béng ctia mébi nhém.

) upa. Cac ban hoc sinh 16p 11B da thwe hién thi nghiém va thu dwoc bang két qua sau:

Puwong kinh bong béong (cm)
[4; 6) [6;8) | [8; 10) | [10;12) | [12; 14) | [14; 16) | [16; 18) | [18; 20]
n 1 I
Nhém 1 / / " " I I /
; I 1
Nhém 2 / // / 1/ 1/ I

a) Hay thuc hién HD2 va HD3 dwa vao bang két qua thi nghiém trén. T d6 rut ra két luan
vé anh hwdng cla nhiét dé Ién sirc cang bé mat cliia nwdc xa phong.

b) Tai sao giat quén do bang nwéc dm (& nhiét do thich hop véi chét liéu vai) sé lam sach
dé dang va nhanh chéng hon?
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BANG TRACUU THUAT NGU

C Cép sb cong 48
Cép sb nhan 52
Chiéu quay (&m, duong) 6
Coéng bdi 52
Cobng sai 48
Céng thirc bién ddi tich thanh téng 19
Céng thirc bién doi tdng thanh tich 20
Cong thirc cong 17
D Day sb 42
Day s6 bi chan 45
Day s6 cé gi&i han hiru han 105
Day s ¢o6 gi¢i han 0 105
Day sb6 cb gidi han vo cuc 108
Day sb giam 45
Day s6 hiru han 43
Day s khong ddi 48
Day s6 tang 45
Day sb vo han 42

P Dinh li Thalés trong khéng gian 91

Binh li vé giao tuyén cua ba
mat phang 81
Péng phang cla cac diém 72
Péng phang cla hai dwong thang 78
Puwong thang cat mat phang 84
Dwé’ngathéng song song voi
mat phang 84
Buwong tron lweng giac 10

G Giao tuyén cla hai mat phang 73
Gi6i han vé cuc clia ham s tai
mot diém 115
Gidi han cGa ham sé tai mét diém 111
Giéi han cta ham sb tai vé cuc 114
Gi¢i han mét bén 113
Goc lvong giac 6

H Hai dwong thang chéo nhau 78
Hai dudng thang song song 78
Hai dwéng thang cat nhau 78

v =

Hai mat phang song song 88

Ham s6 chan 24

Ham sé Ié 24

Ham sb lién tuc tai mot diém 119

Ham sb lién tuc trén mét khoang 120
Ham sé lwong giac 23

Ham s6 tuan hoan 24

Hé thirc Chasles 7

Hinh biéu dién 98

Hinh chiéu song song 96

Hinh chép 75

Hinh hép 93

Hinh lang tru 92

Hinh twr dién 76

Mat phang 71

Mau sé liéu ghép nhom 59

Mét 66

Nghiém cua phuong trinh lwong giac 32
Phép chiéu song song 96

Phuwong trinh lwong giac co ban 31

S6 do cua goéc lwong giac 6

S6 hang cuia day sb 43

Sé hang téng quat ctia day sb 42

S6 hang téng quat ctia cap sé cong 49
Sé hang téng quat ctia cap sé nhan 53
S6 trung binh 62

Tia cudi clia goc lwong giac 6

Tia dau cha géc lwong giac 6

Téng cta cap sé nhan Iui vé han 107
Téng n sb hang dau clia cép sbé céng 50
Téng n sé hang dau clia cap sé nhan 54
Trung vi 64

Truc cdsin 11

Truc sin 11

Tw phan vi 65



BANG GIAI THICH THUAT NGU'

Thuat ngir

Giai thich

Biéu dién mét goc lwong giac
trén dwong tron lwong giac

Phép biéu dién giao diém cla tia cudi ciia mét géc lwong
giac voi dwong tron lwong giac

Cap s6 nhan Iui vé han

Cap s6 nhan vé han c6 céng bdi g v&i |q| < 1

Day sé hiru han

Day sé chi gdm cé hiru han sb hang

Puwoéng hinh sin

D6 thi clia cac ham s6 y = sinx va y = cosx

Puwong tron lwong giac

Puéng tron co tam tai gbc toa dd, ban kinh bang 1,
duoc dinh hwdng va lay diém A(1; 0) lam diém gbc cla
duwdng tron

Gia tri lwong giac cua moét goc
lwong giac

Cac gia tri sin, césin va tang, cétang (khi chung xac dinh)
cua mét goc lvong giac

Gigi han mét bén clia ham s6
tai mét diém

Gidi han bén phai ho&c gi¢i han bén trai cua ham sé tai
mot diém

Ham sb gian doan tai mét diém

Ham sé khéng lién tuc tai diém do

Ham s6 lién tuc trén doan [a; b]

Ham so lién tuc tai moi diém cla khodng (a; b), lién tuc
phai tai diém a va lién tuc trai tai diém b

Hé thirc lwong gidc co ban

Cac hé thire lwong giac lién hé gilra cac gia tri lvong
giac sin a, ¢cos «, tan a, cot o cua goéc a

Hinh biéu dién cia mét hinh
khéng gian

Hinh chiéu song song cla hinh khéng gian trén mét mat
phang hoac hinh déng dang véi hinh chiéu doé

Hinh hoc khéng gian

M6n hoc nghién ctru tinh chét clia céc hinh cé thé khéng
cung nam trong mét mat phang

Phép chiéu song song

Phép dat twong Lrng moi dlem M trong khong gian voi
diém M’ 13 glao cua duwong thang qua M va song song
(hoac trung) véi duwdng thang / cho trwdc va mat phang
(P) cho trwérc

Phuong trinh lvong giac

Phwong trinh cé chira an sé dwdi ddu ham sé lwong giac

Radian

Pon vi do goéc luvong giac
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