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HU'GNG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu duorc thiét ké theo cau tric gdm nhirng phan sau day.
Thuat ngi¥: Diém tén cac dbi twong chinh clda bai hoc.
Kién thire, ki ndang: Gidp em xac dinh nhirng ndi dung kién thirc, ki ndng chinh can linh
hoéi va ren luyén trong bai hoc.
M& dau: Bua ra tinh hudng 1am ndy sinh nhu cau hoc tép; né cé thé 1a mét bai toan thuc
té dai dién, hay la mot doan dan nhap. Em khong can tra |&i ngay cac cau hdi hay yéu cau
dwoc dat ra & phan nay, ma se giéi quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh héi duoc
lwrong tri thire va ki nang can thiét.
Muc kién thirc: Sau phadn mé dau, bai hoc duoc chia thanh cac muc theo tirng chi dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc co céu tric sau day.
Hinh thanh kién thitc: Em can tich cwe tham gia vao cac hoat dong (H9) dé chiém
[inh tri thL’rc Cac Hb nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va lap luan

dé di toi khung kién thirc J m®&t cach tw nhién,

Vi du: Em cé thé hoc & day phwong phap, cach 1ap luan va tinh toan, cach trinh bay
|&1 giai bai toan.

Luyén tdp: Van dung kién thirc da hoc, tham khao vi du twong trng, em hay luyén tap
dé cung co kién thirc va ren luyén ki nang.

Vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang da dwoc hoc, em gidi quyét cac
bai toan gan v&i thue té, két néi tri thirc voi cac linh vre khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cudc séng.

Em c6 thé bat gdp moét khung chir  nham hd tro hodc binh luan,... cho ndi dung twong

irng duoc dé cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phan co ban & trén, trong mét don vi kién thuc em con co thé co co hdi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra I&i g mé& rédng hiéu biét cung
Em cé biét?,...
Bai tdp: Em chd déng thwe hién ngoai gior trén |6p, tuy vay, thay/cd sé danh thoi luvong
nhét dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Céc bang tra clru va gidi thich thuat nglr (dwoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra clru
va giai thich mét s6 khai niém, céng thirc dwoc phat bieu trong sach.

Hay bdo qudn, giwr gin sdch gido khoa

dé danh tang cdc em hoc sinh lop sau!




LO'INOI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay cac em la cuén TOAN 12 cia b sach “Két nédi tri thirc v&i cude séng”.
Pulng nhu tén goi clia bd sach, cac kién thire trinh bay & day chu yéu xuét phat
tlr nhirng tinh hudng ctia cudc séng quanh ta va tré lai giup ta gidi quyét nhirng
van dé cla cudc sbng. Vi thé, khi hoc Toan theo cubn sach nay, cac em sé
cdm nhan dwoc rang, Toan hoc that 1a gan gii.

Poan mé dau cla cac chwong, cac bai hoc thwéng dwa ra nhirng tinh huéng,
nhirng vi du thuc té cho thay sw can thiét phai dwa dén nhirng khai niém toan
hoc méi. Qua do, cac em sé duwoc trau déi nhirng ki nang can thiét cho moét
cdng dan trong théi hién dai, dé 1a kha nang “mé hinh hod”. Khi da dwa van dé
thire tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), chung ta sé phat hién thém nhirng
kién thirc toan hoc méi, dé cung véi nhivng kién thirc da biét gidi quyét bai toan
thyre tién dat ra.

Hi vong rang, qua mai bai hoc, méi chwong sach, qua mdi vong lap tir thye tién
dén tri thirc todn hoc, roi tir tri thirc todn hoc quay vé thuc tién, TOAN 12 sé
giup cac em trwdng thanh nhanh chong va tré thanh ngudi ban than thiét cla
cac em.

Chuc cac em thanh cong cuing TOAN 12!
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CHUONG |
UNG DUNG DAO HAM DE

KHAO SAT VA VE PO THI HAM Jo)

Trong chwong nay chung ta
(rng dung dao ham dé khao
sat sw bién thién, vé dé thi cua
ham sé va gidi quyét nhirng

Piém cuc dai
van dé thic tién lién quan. ; / :

Didm cuc tiéu

Diém cuc tiéu

TINH DON DIEU VA CUC TRI
CUA HAM SO

THUATNGD | KIENTHUC, KINANG
« Bang bién thién  : « Nhan biét tinh ddng bién, nghich bién ctia mdt ham sé trén moét khodng

« Dédng bién : dwa vao diu dao ham cap mét cda no.

- Nghich bién : + Thé hién tinh déng bién, nghich bién clia ham s trong bang bién thién.
« Cuyec dai : * Nhan biét tinh don diéu cia ham s:i-‘: théng qua béng bién thién hoac
« Cuec tiéu i thong qua hinh anh hinh hoc cua do thi ham so.

. Cuctri © « Nhan biét diém cuc tri, gid tri cyc tri clia ham sé théng qua bang

bién thién hodc théng qua hinh anh hinh hoc cia dd thi ham sé.

Xét mét chat diém chuyén ddng trén mét truc sé nam ngang, chiéu dwong tir trai sang phai
(H.1.1). Gia st vi tri s(f) (mét) ctia chat diém trén truc s6 da chon tai thoi diém ¢ (gidy) duoc
cho b&i cong thirc

s(t)=t>-9t* +15t,t > 0.

Hai trong khodng thoi gian nao thi chéat diém chuyén dong sang phai, trong khodng thoi gian
nao thi chat diém chuyén déng sang trai?

o s(f)
Hinh 1.1

\J




1. TINH PON PIEU CUAHAM SO

a) Khai niém tinh don diéu cua ham sé \
) #o1. Nhan biét tinh déng bién, nghich bién cua ham sé 1
Quan s&t @b thi ctia ham sb y = x* (H.1.2). 1 /
a) Ham s doéng bién trén khoang nao?

b) Ham s6 nghich bién trén khoang nao?

.-"".-.'F.-'_ﬁ

—
N W bl
‘\H:\E-.

|

-

<,

3290 v 2 B«
Hinh 1.2

-~

. B
Gia sir K la mét khoang, mét doan hoac mét nira khoang va y = f(x) I1a ham sé xac dinh

trén K.
+ Ham s6 y = f(x) dwoc goi la dong bién trén K néu vx,, x, € K, x, < x, = f(x,) <f(x,).
« Ham s6 y = f(x) dwoc goi la nghich bién trén K néu vx,, x, e K, x, < X, = f(x,) > f(x,).

L

Chuy
« Néu ham s6 dbéng bién trén K thi do thi cia ham sbé di /én tir trai sang phai (H.1.3a).
Néu ham sé nghich bién trén K thi dé thi ctia ham sé di xubng tlr trai sang phai (H.1.3b).

v

y1 y4
- o~ Y =¥
Y- y 5
: : . : .
9] a b X Q a b X
a) Ham s6 déng bién trén (a; b). b) Ham sé nghich bién trén (a; b).
Hinh 1.3

+ Ham sb ddng bién hay nghich bién trén K con dwoc goi chung la don diéu trén K. Viéc tim
céc khoang déng bién, nghich bién ctia ham sé con dwoc goi la tim cac khoéng don diéu
(hay xét tinh don diéu) cia ham sé.

« Khi xét tinh don diéu cta ham sé ma khéng chi ré tap K thi ta hiéu la xét trén tap xac dinh
clia ham sbé do.

}l’i
) Vidu1. Hinh 1.4 |a d6 thi ciia ham sé y =f(x)=|x|. Hay tim AT
cac khoang déng bién, khoang nghich bién ctia ham sb.
Giai = >
Tép xac dinh cla ham sb 1a R. Hinh 1.4
Tir @6 thi suy ra: Ham s6 dong bién trén khoang (0; + «), 32’ t |
nghich bién trén khodng (—oc; 0). f/
. [ 11
) Luyén tdp 1. Hinh 1.5 |a @6 thi cGa ham sé y = x* —3x% + 2. [
Hay tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién cla 5 4] O
ham sé. 1T

Hinh 1.5



) #02. Nhan biét méi quan hé gitra tinh don diéu va dau 34
cua dao ham

—X néu x < -1 .

Xéthamsé y =11 néu-1<x <1 ¢co d6 thi nhw Hinh 1.6. — P
3 2 190 1 2 3«x

X néux>1
Hinh 1.6

a) Xét dau dao ham cla ham so trén cac khodng (—oo; —1), (1 +). Néu nhan xét vé
mébi quan hé gilra tinh déng bién, nghich bién va dau dao ham cta ham sé trén mdi
khoang nay.

b) Co6 nhan xét gi vé dao ham y’'va ham sb y trén khoang (-1; 1)?

r : ;
Cho ham s0 y = f(x) cd6 dao ham trén khoang K.
a) Néu f'(x) > 0 véi moi x € K thi ham sb f(x) déng bién trén khoang K.
_b) Néu f'(x) <0 v&i moi x € K thi ham sé f(x) nghich bién trén khoéng K. )

Chuy
Nguwoi ta chirng minh dwoc rang:
« Néu f'(x)>0 (f'(x)<0) véi moi x € K va f'(x) =0 chi tai mét s6 hiru han diém cla K thi
ham sb f(x) ddng bién (nghich bién) trén khoang K.
« Néu f'(x)=0 véi moi x € K thi ham sb f(x) khéng dbi trén khodng K.
) Vidu 2. Tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién clia ham sé y = x* —4x +2.
Giai
Tap xac dinh cta ham sé la R.
Taco: y'=2x—4;y' >0 voi x (2, +=); y' <0 v0i x e(—¢; 2).

Do d6, ham sé ddng bién trén khodng (2; + «), nghich bién trén khodng (—; 2).

) Luyén tdp 2. Tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién ctia ham sé y = —x° + 2x + 3.

b) S dung bang bién thién xét tinh don diéu cia ham sd
) Hoz. Xét tinh don diéu cia ham sé bang bang bién thién

Choham sé y = f(x)=x> -3x> +2x + 1.

a) Tinh dao ham f'(x) va tim cac diém x ma f'(x) =0.

b) Lap bang bién thién clia ham sb, tirc |a lap bang thé hién diu clia dao ham va su déng
bién, nghich bién cta ham sé trén cac khoang twong rng.

c) Néu két luan vé khodng déng bién, khoang nghich bién ctia ham sé.



Chua v. Céc budc dé xét tinh don diéu clia ham sb y = f(x):

1. Tim tap xac dinh cta ham sb.
2. Tinh dao ham f'(x). Tim cac diém X (i=1,2,.) matai 6 dao ham bang 0 hoac khong
ton tai.

3. Sap xép cac diém x, theo thir tw tdng dan va lap bang bién thién ctia ham so.

4. Néu két luan vé khoang déng bién, khoang nghich bién ctia ham sé.

x?-2x+5

) Vidu 3. Tim cac khoang don diéu clia ham so y = 1
x —

Giai

Tap xac dinh ctia ham s6 1a R\ {1}.

(2x-2)(x-1)—(x° —2x+5) X2 -2x-3
(Jrf—1]|2 (Jnr—1]2

Lap bang bién thién ctia ham sé:

Taco: y' = ¥’ =0< x=-1hoac x = 3.

T bang bién thién, ta co:
Ham s6 dong bién trén cac khodng (—«; —1) va (3; +«).

Ham s6 nghich bién trén cac khoang (—1; 1) va (1, 3).

) Vi du 4. Xét chiéu bién thién ctia ham sé y = 2— f
X +
Giai . :
S ) ‘ ‘ Viéc tim cac khoang
Tap xac dinh ctia ham s6 1a R\ {-1}. dbng bién, nghich bién
(x . 1) B (x _2) 3 c‘?f’“ ham 5\(‘) cf‘:nn ngc
Taco: y' = —" = >~ >0, véi moi x = 1. nol gon la xef chicy
(x+1) (x+1) bién thién cua ham so.
Lap bang bién thién ctia ham sé:
X | —ao -1 +a0
' + +
y / T /1
1 —00

Tir bang bién thién, ta co: Ham s6 dong bién trén cac khoang (-o; — 1) va (-1 + ).



) Luyén tip 3. Tim cac khoang don diéu cla cac ham sé sau:

a)y:%xa+3x2+5x+2;

x> +5x-7
b) y = :
X—-2

Chat diém chuyén dong
theo chiéu dwong khi

) Vin dung 1. Gidi bai toan trong tinh huéng mé dau bang cach
thwe hién l1an lwot cac yéu cau sau:

a) Theoy nghia co hoc ciia dao ham, van téc v(f) 1a dao ham
cla s(f). Hay tim van téc v(f).

b) Xét dau clia ham v({), tir 6 suy ra cau tra |o.

2.CUCTRICUAHAMSO
a) Khai niém cuc tri cia ham sd
) #94. Nhan biét khai niém cwc dai, cwc tiéu cia ham sé

Quan sat d6 thi cia ham sé y = x* + 3x” -4 (H.1.7). Xét dau
dao ham cGa ham sé da cho va hoan thanh cac bang sau

van toc v(t) > 0.

vVao vo';
X |=3 —_ -1 x =1 0 1
V' ? 0 ? ? 0 ?
y /v ? = 0
_4 \ 9 \? /

Téng quat, ta cé dinh nghia sau:

Hinh 1.7

va diém x, <(a; b).
Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) < fix,) v&i moi x (X, —h; X, + h) = (&; b) va x # x, thi

' Cho ham sé y = f(x) xac dinh va lién tuc trén khoang (a; b) (a cé thé |a —x, b cé thé 1a +x)

ta néi ham s6 f(x) dat cyc dai tai x,,.

Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) > f(x,) v&i moi x e(x, —h; X, + h) = (a; b) va x # x, thi

ta n6i ham so f(x) dat cuc tiéu tai x..

A

L.

Cha y
» Néu ham sb y = f(x) dat cyc dai tai x, thi x, dwoc goi la diém cuc dai cia ham sb f(x).
Khi do, fix,) dwoc goi la gia tn cuc dai cua ham sé f(x) va ki hiéu la f., hay y.,.
Diém M,(x,; f(x,)) duoc goi la diém cuc dai cla do thi ham so.

« Néu ham s6 y = f(x) dat cuc tiéu tai x, thi x, dwoc goi | diém cuc tiéu cia ham so f(x).
Khi do6, f(x,) dwoc goi la gid ti cuc tiéu cia ham sb fix) va ki hiéu Ia f. hay y_..
Diém M(x,; fix,)) duoc goi la diém cuc tiéu cta do thi ham so.

« Cac diém cuc dai va diém cuec tiéu dwoc goi chung la diém cuc tri. Gia tri cuc dai va gia
tri cwre tiéu dwoc goi chung 1a gia tri cuc tri (hay cuc tr) cla ham sé.



) Vidu 5. Hinh 1.8 1a d6 thi ca ham sé y = f(x). Hay tim

=

| 15
cac cuec tri ciia ham sé. | !
| 6+
. |
Giai 5] |
2 . | |
Tl d6 thi ham so, ta co: \ al

Ham sé dat cye tiéu tai x = -1vay, = y(-1) = 2. \‘/3\‘/
. 1 .

Ham s dat cuwc dai tai x =0 va y, = y(0) = 3.

Ham s6 dat cuc tiéu taix =1 vay,. = y(1) = 2.

L 4

Hinh 1.8
Va |'
) Luyén tip 4. Hinh 1.9 1a @6 thi clia ham sb y = f(x). 6+
Hay tim cac cuc tri cia ham so. /I-§_- /J
S |

Hinh 1.9
b) Cach tim cuc tri cia ham sd

) 105, Nhén biét cach tim cwc tri cia ham sé

10

Cho ham sb y =%x3 ~3x% +8x+1.
a) Tinh dao ham f'(x) va tim cac diém ma tai d6 dao ham f'(x) bang 0.
b) Lap bang bién thién ctia ham sé.

¢) Ttr bang bién thién suy ra cac diém cuc tri cia ham sé.

" Gia st ham sé y = f(x) lién tuc trén khodng (a; b) chira diém x, va c6 dao ham trén |
cac khoang (a; x,) va (x,; b). Khi dé:
a) Néu f'(x) <0 véi moi x e(a;x,) va f'(x) >0 véi moi x (x,; b) thi x, 1& mét diém
cuc tiéu clia ham sé f(x).
b) Néu f'(x)>0 v&i moi x e(a; x, ) va f'(x)<0 voi moi x e(X,; b) thi x, la mét diém
cwc dai clia ham sé f(x).




KY

Giai thich vi sao néu f'(x) khéng déi dau khi x qua x, thi x, khéng phai la diém cuc tri clia
ham sé f(x).

Khung kién thirc trén duoc viét gon lai trong hai bang bién thién sau:

X |a X, b
f(x) - +
— -
f(x) fix,)
(Cuec tiéu)
X |a X, b
f(x) + -
fix,)
fix) /(ouc dai)

Chu y. Cac buéc tim cwce tri ciia ham s6 y = f(x):
1. Tim tap xac dinh ctia ham sé.

2. Tinh dao ham f’(x). Tim cac diém ma tai d6 dao ham f'(x) bang 0 hodc dao ham khéng
ton tai.

3. Lap bang bién thién cua ham sb.

4. T(r bang bién thién suy ra cac cuc tri cia ham sé.
) Vidu 6. Tim cuc tri ciia ham 86 y = x° — 6x” + 9x + 30.

Giai

Tap xac dinh clia ham s6 la R.

Taco: y'=3x°* -12x+9; y' =0 < x =1hodc x = 3.

Lap bang bién thién ctia ham sé:

X —x 1 3 +30
y + 0 — 0 +
y 34 +o0
e / \ 30 /
Tl bang bién thién, ta cé: 7 S
Ham sé dat cyc dai tai x = 1va y,, = y(1) = 34. 2] g;{‘
Ham sé dat cuc tiéu tai x = 3 va y,., = y(3) = 30. 14 ﬁf
Cha v. Néu f'(x,) =0 nhwng f'(x) khéng dbi dau khi x qua _12 _11 7 /1 2 ;
x, thi x, khong phai 1a diém cuec tri clia ham sé. Chang han, /-1

ham sé y =f(x)=x* cé f(x)=3x% f(0)=0, nhung x = 0 [
khéng phai la diém cwc tri clia ham sé (H.1.10). Hinh 1.10



x2-2x+9
X-2

Y Vidu7. Timcyctrictaham sd y =
Giai
Tap xac dinh ctia ham s6 1a R\ {2}.
(2x-2)(x-2)-(x*-2x+9) x? _4x-5
(x 2 T (x-2)
Lap bang bién thién clia ham sé:

Taco y'=

,y'=0< x=-1hoac x=5.

x | —o —1 2 5 400
' + 0 - - 0 +
y -4 +a0 +a0
» / \ . \ 5 /

Tir bang bién thién, ta cé:
Ham sb dat cuc dai tai x = -1va y,, = y(-1) = -4.
Ham sé dat cuc tiéu tai x =5 va y., = y(5)=8.

) Vidu8. Tim cuc tri cia ham sé y =X—+J.
x_

Giai
Tap xac dinh cla ham s6 1a R\ {1}.

Tacs: y= E- U+ Rt R =T
7 (x-

Lap bang bién thién ctia ham sb:
- 1 +00

y e =

y 1\ +rx‘\1

—g0

Tl bang bién thién suy ra ham sé khéng cé cuc tri.

) Luyén tip 5. Tim cwe tri cha cac ham sé sau:

2
a) y=x"'-3x>+1 b)y=_x +2x—1_
X+2
) Vin dung 2. M6t vat dwoc phong thang ding lén trén tlr d6 cao 2 m véi van téc ban dau la
24,5 m/s. Trong Vat li, ta biét rang khi bd qua strc cén cua khéng khi thi dd cao h (mét) cla
vat sau t (giay) dwoc cho boi cong thire
h(t) =2+ 24,5t — 4,9t°.

Hai tai thdi diém nao thi vat dat dé cao I&n nhéat?

12



BAITAP
1.1. Tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién ctia cac ham sé cé db thi nhw sau:

a) D6 thi ham sé y = x° —%xz (H.1.11); b) D6 thi ham sé y = (x’"' —4]2 (H.1.12).

I
N
=Y
N
My
o
M
= Y
I
%]
I
=l
e
p%]
(0 ==

Hinh 1.11 Hinh 1.12

1.2. Xét sy ddng bién, nghich bién clia cac ham sé sau:
a)y=%x3—2xz+3x+1; b) y =—x* +2x*> —5x +3.

1.3. Tim cac khoang don diéu cua cac ham sé sau:

2x—1 x> +x+4
a) v = : b) ==,
) Y XxX+2' )Y XxX-3
1.4. Xét chiéu bién thién cla cac ham sbé sau:
— X
E)y: 4—X2; b}y:x2+1_

1.5. Gia s(r s6 dan cta mét thi trdn sau ¢ nam ké tir ndm 2000 dwoc mé ta béi ham sé

_25t+10

N f+5

!tED‘I

trong dé N(f) dwoc tinh bang nghin ngudi.
a) Tinh sé dan cua thi tran do6 vao cac nam 2000 va 2015.

b) Tinh dao ham N'(t) va lim N(t). Tir d6, gidi thich tai sao s6 dan cua thi trdn d6 luén tang
nhwng sé khéng vwrot qua mét ngwdng nao do.

13



1.6. Dé thi ciia dao ham bac nhét y = f'(x) cia ham sé f(x) dwoc cho trong Hinh 1.13.
a) Ham s f(x) déng bién trén nhirng khoang nao? Giai thich.
b) Tai gia tri ndo cua x thi f(x) cé cwe dai hodc cyc tiéu? Giai thich.

y =F(x) /\/
1/2 3 4 0 /6
Nt

y.“.

>
X

Hinh 1.13
1.7. Tim cuyec tri cta cac ham sé sau:
a)y =2x" -9x° +12x - 5; b) y=x"'-4x"+2
o) y=X 23 d) y=Vax—2x.

x-1

1.8. Cho ham s6 y = f(x) = |x|.

a) Tinh cac gi6i han lim X1 =10V sy [X) =70}

x 30 x -0 x 0 x -0

Tl @6 suy ra ham sé khéng co dao ham tai x = 0.
b) St dung dinh nghia, chirng minh ham sé co cuc tiéu tai x = 0 (xem Hinh 1.4).

1.9. Gia s doanh s6 (tinh bang s6 san pham) cia mét san pham méi (trong vong mét s6
nam nhéat dinh) tuan theo quy luat logistic dwo'c mé hinh hoa bang ham sé
5 000

1+5&"’t20’

F(t) =

trong do théi gian ¢t dwoc tinh bang ndm, ké& tlr khi phat hanh san phdm méi. Khi d6,
dao ham f'(t) s& biéu thj téc dd ban hang. Héi sau khi phat hanh bao nhiéu nam thi téc dd
ban hang la I&n nhat?



GIA TRI LON NHAT VA

GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO

-~ - . o * - -
THUATNGU i KIEN THU'C, KINANG
- Giatrilén nhat i + Nhan biét gia tri I&n nhét, gia tri nhd nhat ctia ham sb trén mot tap
« Giatrinho nhat i Xacdinh cho trwéc.
i+ Xac dinh gia tri Ion nhét, gia tri nhé nhét cia ham s6 bang dao ham
i trong nhirng trwéng hop don gian.

Twr mét tdm bia carton hinh vuéng % i
c6 d6 dai canh bang 60 cm, ngudi WA ... 2\
ta cat bén hinh vuéng bang nhau & E : 1‘.
bén goc rdi gap thanh mét chiée hép ; ' |e80cm
co dang hinh hop chir nhat khong : E : /.
co ndp (H.1.14). Tinh 0 dai canh b ------- ,'
cua cac hinh vuéng bi cat sao cho 7 %3 .
thé tich cda chiéc hop 1a 16n nhat. X
Hinh 1.14

1. DINH NGHIA

) 191. Nhén biét khai niém gia tri I&n nhat, gia tri nho nhét

cua ham sé 4
Cho ham s6 y =f(x)=x* —2x v6i x €[0; 3], c6 db thi nhw -l
Hinh 1.15.
14

a) Gia tri Ién nhat M cla ham sb trén doan [0; 3] la bao

nhiéu? Tim x, sao cho f(x,) = M. 2 4 O\ 1 .
b) Gia tri nhd nhat m cla ham sbé trén doan [0; 3] Ia bao I

nhiéu? Tim x, sao cho f(x,) = m. Hinh 1.15

" Cho ham sé y = f(x) x4c dinh trén tap D.

« S6 M duoc goila gia tri Ion nhat cha ham sé y = f(x) trén tap D néu f(x) < M v&i moi
x € D vatén tai x, € D sao cho f(x,) = M.

Ki hiéu M =maxf(x) hoac M = mﬂaxf(x).

xeD
« Sé m duoc goi la gia tri nhd nhét cha ham sé y = f(x) trén tap D néu f(x) > m véi moi
x € D va ton tai x, € D sao cho f(x,) = m.

Ki hiéu m = TiE’," f(x) hoac m= mgnf(x).




Chuay

« Ta quy wdce rang khi néi gia tri Ién nhat va gia tri nhd nhat cia ham sé f{x) (ma khéng noi
“trén tap D”) thi ta hiéu d6 la gia tri I6n nhat va gia tri nhd nhét cla f(x) trén tap xac dinh
cla ham sé.

- Dé tim gia tri Ién nhét va gia tri nhd nhét clia ham sé trén tap D, ta thudong lap bang bién
thién cia ham sé trén tap D dé két luan.

) Vidu1. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhé nhat ciia ham s6 y = f(x) =v1- x°.

Giai
Tap xac dinh ctia ham sé 1a [-1; 1].
Cach 1. Str dung dinh nghia.
Ta co:
« f(x)=+1-x2 > 0; ddu bang xay ra khi 1— x? = 0, tirc 1& khi x = —1 hodc x = 1.
Do d6 minf(x)=f(-1)=1(1)=0.
o f(x)=v1-x* <1 dAu bang xay ra khi 1— x? =1, trc 1a khi x = 0. Do d6 max f(x) = f(0) =1.

[~ 1]

Céch 2. Str dung bang bién thién.

r

(1-x°) X
Voixe (-1:1),taco ¥y =——==— ' =0 xg-0.
( ) 24J1- x? J1&

Lap bang bién thién ctia ham sé trén doan [-1; 1]:

X ~1 0 1
y' + 0 =
1

Tir bang bién thién, ta dwoc: [rn1|r11] f(x)=f(-1)=f(1)=0; r[nﬂ: f(x)=f(0)=1.
Chu y. Trong thwe hanh, ta cling dung cac ki hiéu rnﬂi'n y, maxy dé chi gia tri nhé nhét, gia tri
I&n nhét (néu cé) clia ham sé y = f(x) trén tap D. Do dd, trong Vi du 1 ta cé thé viét:

miny =y(-1)=y(1)=0; maxy = y(0)=1.

-1 1]

) Vidu 2. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhat (néu ¢é) cia ham sé y =x -2 +% trén khoang

16

(0;+cﬂ).
Giai
Ta cé: y’=1—%;y’=0@x=1{vix=ﬂ 0).

Tinh cac giéi han:

. : 1 . . 1
Ilmy=llm[x—2+— =+, limy=Ilim|x-2+—|=+ow.
x—0" x—07 X X—3-on X — a0 X



Lap bang bién thién ctia ham s6 trén khoang (0; + »):

X 0 1 +o0
y - 0 +
y 40 +a0

T bang bién thién, ta duworc: [r{']nin] y = y(1)=0; ham sé khéng co gia tri I&n nhét trén khodng
(0; +0).
) Vi du 3. Gidi bai toan trong tinh huéng mé dau.
Giai
Goi x (cm) 1a @6 dai canh clia cac hinh vuéng nhé dwoc cat & bén goc clia tdm bia. Diéu kién:
0 < x <30.Khi cat bd bén hinh vudng nhd cé canh x (cm) & bén gbc va gap 1én thi ta
dwoc mét chiéc hép co6 dang hinh hép chir nhat khéng co nap, cé day Ia hinh vudng voi
dé dai canh bang (60 — 2x) (cm) va chiéu cao bang x (cm). Thé tich cla chiéc hop nay la
V(x)=(60-2x)" - x = 4x® —240x + 3 600x (cm?).
Ta ¢o: V'(x)=12x* —480x + 3 600; V'(x)=0 < x> —40x +300=0 < x =10 (thod man diéu
kién) hoac x = 30 (loai).
Lap bang bién thién:
X 0 10 30
Vi(x) 4 0 .

16 000
V(x) / \
0 0

Vay dé thé tich cla chiéc hop la Ién nhét thi d6 dai canh cutia cac hinh vuéng nhé phai cat
la 10 cm.

) Luyén tip 1. Tim gia tri I&n nhéat va gia tri nhé nhéat (néu co) clia cac ham sbé sau:

a) y=2x - x?; b) y=—x+ % trén khoang (1; + ).
x_
2.CACH TIM GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI V4
NHO NHAT CUAHAM SO TREN MOT POAN 21

) #o2. Hinh thanh cac bwéc tim gia tri Ién nhat va gia tri Li=c------1 1

nhé nhéat cua ham sé trén mét doan /\ /i

; =7 = -

Xét ham sO y =f(x)=x>-2x*+1 trén doan [-1; 2], vOi 1 / o 1 2

db thi nhu Hinh 1.16. / 1

a) Tim gia tri I&n nhét va gia tri nhd nhat clia ham sé trén L_-2]

doan [-1; 2]. Hinh 1.16

17



b) Tinh dao ham f’(x) va tim cac diém x e (-1, 2) ma f'(x) = 0.

¢) Tinh gia tri cGia ham sé tai hai dadu mut clia doan [-1; 2] va tai cac diém x da tim & cau b.
So sanh s6 nhoé nhat trong cac gia tri nay voi [rr:.igf(x), sb Ién nhét trong cac gia tri nay

voi maxf(x).
[-12]

s \
Gia st y = f(x) 1a ham sé lién tuc trén [a; b] va cé dao ham trén (a; b), c6 thé trir ra tai

mét sé hiru han diém ma tai 6 ham sé khéng c6 dao ham. Gia sl chi c6 hiru han diém
trong doan [a; b] ma dao ham f'(x) bang 0.

Cac buédc tim gia tri Ién nhat va gia tri nhd nhét ctia ham sé f(x) trén doan [a: b:
1. Tim céac diém x,, X,,..., X, € (a; b), tai @6 f'(x) bang 0 hodc khéng tén tai.

2. Tinh £(x,), f(x,),..., f(x, ), f(@) vaf(b).

3. Tim s6 |&n nhat M va s nhé nhat m trong cac sé trén. Ta cé:

M= rg%:]{ f(x), m= rlgng} f(x).

\ J

) Vidu 4. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nhd nhat cha ham sé y = x* —4x? + 3 trén doan [0; 4].
Giai
Tacé: y'=4x* —8x =4x(X* -2); y'=0 < x =2 (vi chi tim x & (0; 4));
y(0)=3; y(4)=195; y (V2) = 1.
Do d6: maxy =y(4)=195; miny = y(42)=-1.
) Vidu5. Tim gid tri Ién nhat va gia tri nhé nhat clia ham s6 y = sin x + cos x trén doan [0; 2x|.
Giai

Taco: y'=cosx—sinx;, y¥'=0< cosx=sinx < x =§ hodc x = 54—R (vi chi tim x € (0; 2n));
B
y(0)=1 y(2m)=1 Y(EJ=J§; y[f]m@.

i T . 51
Do do: maxy =y| — =J2; miny = y| — |=-2.
[{J:?ﬂj y y(4) I'U':?n[y y[ 4 ]

) Luyén tip 2. Tim gia tri I&n nhét va gia tri nhé nhéat cia cac ham sé sau:
a) y =2x° -3x% +5x + 2 trén doan [0: 2]; b) y =(x +1)e™™ trén doan [-1; 1].
) Vin dung. Gia sl su lay lan ctia mét loai virus & moét dia phwong cé thé dwoc mé hinh hoa

bang ham s N(t)=-t> +12t°, 0 <t <12, trong dé N |a s6 ngudi bi nhiém bénh (tinh bang
tram ngwoi) va f la thoi gian (tuan).

a) Hay woc tinh sé ngudi tdi da bi nhiém bénh & dia phuwong do.

b) Dao ham N'(t) biéu thi téc dd lay lan cla virus (con goi la téc dé truyén bénh). Héi virus
sé lay lan nhanh nhat khi nao?

18
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1.10. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhé nhat (néu co) cla cac ham sé sau:
a)y=—x’+4x+3;
b) ¥y =x° —2x° +1 trén [U; +0);

2 —
C)y= X 2x1+3 trén (‘I; +0);

d) y =va4x-2x°.

1.11. Tim gia tri I&n nhét va gia tri nhé nhéat (néu cé) clia cac ham sé sau:

a) y=x'-2x"+3;
b) y = xe™,;
c) y=xlInx
d) y= Jx-1+J3-x.
1.12. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhét clia cac ham sbé sau:
a) y =2x° —6x + 3 trén doan [-1; 2];
b) y = x* —3x* +2 trén doan [0: 3];
¢) y = x —sin2x trén doan [0; |;
d) y =(':n:2 - x)e’ trén doan [0; 1].

1.13. Trong cac hinh chir nhat c6 chu vila 24 cm, hay tim hinh chir nhat cé dién tich Ién nhat.

1.14. M6t nha san xuat muébn thiét ké mét chiéc hdp céd dang
hinh hép chir nhat khéng c6 nap, cé day |a hinh vuéng
va dién tich bé mat bang 108 cm? nhw Hinh 1.17. Tim
cac kich thwéc cla chiéc hdp sao cho thé tich ctia hdp la 7
I&n nhét. ’

Hinh 1.17

1.15. Mét nha san xuat can lam ra nhirng chiéc binh c6 dang hinh tru v&i dung tich 1 000 cm?.
Mat trén va mat dwdi cia binh duwoc lam bang vat liéu cd gia 1,2 nghin déng/cm?,
trong khi mat bén clua binh dwoc lam bang vat liéu co6 gia 0,75 nghin déng/cm?. Tim cac
kich thwédc clia binh (ban kinh day va chiéu cao cutia binh) dé chi phi vat liéu san xuat mdi
chiéc binh |a nhé nhét.

19



DU'ONG TIEM CAN

cUA PO THI HAM sO

THUATNGU | KIEN THU'C, KiNANG

* Tiém c@nngang : Nhan biét hinh anh hinh hoc clia dwdng tiém can ngang, dwdng tiém can
« Tiémcandng | ding, dwdng tiém can xién clia db thi ham sé.

« Tiém cén xién |

Gia slr khdi lwong con lai cia mét chat phong xa y 4
(gam) sau t ngay phan ra dwoc cho béi ham sé

Khéi lwong m(f) thay doi ra sao khi t — +0?Diéunay o
thé hién trén Hinh 1.18 nhuw thé nao?
Hinh 1.18

t

1. PUONG TIEM CAN NGANG

) 1#o1. Nhan biét dwéng tiém can ngang
2x +1

Y4 ©

co db thi (C). V&i x > 0, xét

Cho ham sb y =f(x) =
diém M (x; f(x)) thuéc (C). Goi H la hinh chiéu vuéng géc vy =2

ctia M trén dwong thing y = 2 (H.1.19). ﬁ H

a) Tinh khoang cach MH. e x

:’{"IF

b) Co6 nhan xét gi vé khoang cach MH khi x — +x? Hinh 1.19

rE}uﬂ::‘mg thang y = y, goi la dwdng tiém can ngang (goi tat la tiém can ngang) cta do thi i

ham sé y = f(x) néu
lim f(x)=y, hoac Ilm f(x) Yoo

X —p4uy
A

A A
y v —~4
7
yﬂ y = yﬂ
Yo =
7=
7 . R
/ \ _0/ X o) X
Puong thdng y = y, la tiém cdn ngang Buong thdng y = y, la tiém can ngang
ctia db thj (khi x — +x). ctia db thj (khi x — —x).

Hinh 1.20




) Vidu1. Tim tiém can ngang cla dé thi ham sé y =f(x) = ax—2

X+1
Giai
2
+ 3x-2 37
Ta cé: lim f(x)= lim v lim ‘1"' =3. Twong tw, lim f(x)=3.
=3 X =340 X —pdar 1 X—p=ct
] " X =
Vay do thi ham so f(x) c6 tiém can ngang la dwdng thang y = 3.
. . . eea - > Y . z xE +1
% Vidu 2. Tim céac tiém can ngang cta doé thi ham sé y =f(x) = .
Giai
Ta co: ya |

2

[ 2 !

. . x°+1 : x° +1 : 1 2

lim f(x)= lim = lim — = lim 1/1+—2=1; x
K=+ X =+ X X =34 X K=+ X Y= 1

1} & 2 | ; : : —
im £(x)= tim XX 1 jim (— . :1}— jim (- J1+i2]=—1. 2 1 O 1 2
X—3—: X ——m X X —p—at X ¥—y—m X y=-1 1

Vay doé thi ham sb f(x) co hai tiém cén ngang la hai duéng thang \—Z--
y=1vay=-1.

Nhan xét. D6 thi ham sé f(x) nhw Hinh 1.21.

Hinh 1.21

2x -1
*-1

Y Luyén tip 1. Tim tiém cé&n ngang clia db thi ham sé y = f(x) =

) Vin dung 1. Gidi bai toan trong tinh huéng mé dau.

2.DUONG TIEM CAN DUNG

) 192. Nhan biét dwdng tiém can ding
Cho ham sé y:f(x):% c6 @6 thi (C). V&i x > 1, xét
diém M (x; f(x)) thudc (C). Goi H la hinh chiéu vudng goc
clia M trén dwong thang x = 1 (H.1.22). .
a) Tinh khodang cach MH.

b) Khi M thay dbi trén (C) sao cho khodng cach MH dan
dén 0, co nhan xét gi vé tung d6 ctia diém M? Hinh 1.22

il ™

Puwéng thang x = x, goi la dwéng tiém can dirng (goi tat 1a tiém can ding) clia db thi
ham sé y = f(x) néu it nhat mét trong cac diéu kién sau dwoc thod man:

lim f(x) = +oo; lim f(x) = —o; lim f(x) = —oo; lim f(x) = +o0.

X—rXg X3y XXy XXy
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y A y A |
.
q:‘*s -
B 3 Ak
%,
,/“\MJI//CT _
¢ N ﬁ.\ N
0] X, X (0] Xo N X
a) b)
" '
y y
- 4
0 X, X © % .
y = f(x) » x'%
o f
[ (
0 d)
a) va ¢). Buong thdng x = x_ 1a tiém cén dimg b) va d). Budng thdng x = x_ Ia tiém cén dung
cta do thj (khi x — X;). ctia dé thi (khi x — x,).
Hinh 1.23
3-x

) Vidu 3. Tim tiém can dlirng cua db thi ham sbé y = f(x) =
Giai

X+2

Ta co; Iin; f(x)= Iin'; > =+, Tuwong tuw, Iin; f(x)=-0, Vay d6 thi ham sé f(x) ¢
x—»-2 x> ¥+ X »

tiém can dirng la dudng thang x = 2.

vl

) Vidua4. Tim tiém can dirng cta @b thi ham sé y =f(x) =
Giai
2

Ta c6: lim f(x)= lim X +2 = +o. Twong tw, lim f(x)=—c. Vay @b thi ham sé f(x) co
x—0" x=0" X x—0"

tiém can dirng 1a dudng thang x = 0.

) Luyén tip 2. Tim cac tiém can ngang va tiém can dirng cta dé thi ham sé y = f(x) = =] +;.
x —
) Viin dung 2. Dé loai b6 p% mét loai tdo ddc khoi mét hd nwére, ngudi ta wée tinh chi phi bdra la
45p : ..
C(p) = trieu déng), véi 0< p <100.
(p)100_p( : 9) p<

Tim tiém can dlrng cta dbé thi ham sé C(p) va néu y nghia thuc tién ctia dwéng tiém can nay.



3.DUONG TIEM CAN XIEN

) #0z. Nhan biét dwong tiém can xién

Cho ham s6 y = f(x)=x -1+ xi c6 db thi (C) va dudng

thang y = x - 1 nhw Hinh 1.24.

a) Voi x > -1, xét diém M(x; f(x)) thudc (C). Goi H la hinh
chiéu vuéng goc cia M trén duwdng thang y = x — 1.
Cé nhan xét gi vé khoang cach MH khi x — +x?

b) Chirng té rang lim [f(x)~(x —1)]=0. Tinh chét nay thé
hién trén Hinh 1.24 nhw thé nao?

Hinh 1.24

~

Puwong thang y = ax + b (a = 0) goi la dwdng tiém can xién (goi tat 1a tiém can xién) cla
dd thi ham sé y = f(x) néu

lim [f(x)—(ax +b)| =0 hodc lim [f(x)—(ax +b)]=0.

X =i

~

Y =Rx) é

/O /_\/

> >
/ . // o P
Puong thdng y = ax + b 1a tiém cén xién Puong thdng y = ax + b 1a tiém cén xién
ctia db thi (khi x — +x). ctia do thi (khi x — —x).
Hinh 1.25

) Vidu5. Choham sé y =f(x)=x+ . Tim tiém can xién cua
X+2 jim - = lim X = 0.

dd thi ham sé f(x). tHe X rm X
Giai

Tacé: Ji':r.'.'n[f(x)_ x| = lim

=0.Tuvongtw, lim |f(x)—x|=0.
— w gw,xlmm[ (x)- x|

Vay db thi ham sé f(x) c6 tiém can xién la duwéong thang y = x.




Cha y. Ta biét rang néu duwéng thang y =ax + b (a # 0) la tiém can xién cla db thi ham sé

y =f(x) thi lim [f(x) - (ax + b)] =0 hodc lim [f(x)- (ax + b)]=0.

X—¥+a0 X —»—00

Do d6 lim [f(x)—(ax + b)]- L hoac lim [f(x)—(ax + b)]-l =0.
X x> X

X 4o

Tw day suy ra a = lim f(x) hoac a = lim M
Xoype W Xym ¥

Khi d6, ta c6 b = lim [f(x)—ax]| hodc b = lim [f(x) - ax].

X =34 X —p—o

Ngworc lai, véi a va b xac dinh nhw trén, dwong thang y = ax + b (@ = 0) 1a mét tiém can xién

ctia dé thi ham sé y = f(x). Dac biét, néu a = 0 thi db thi ham sé c6 tiém can ngang.

i . * E we = 1 X X° —x+2
D Vidu 6. Tim tiém can xién cta do thi ham so y =f(x) = — 1
X+
Giai
Ta co:
2 i
a=fim 1) _ i X -X*2_4
Xotm X xoem o xT 4 X
b= lim [f(x)- x]= lim ==X22_ 2,
X 3 x i ¥ 419
Tuwong tw, lim it/ 1, lim [f(x)-x]=-2.
X »m X ==

Vay d6 thi ham so f(x) cé tiém can xién |a dwdng thang y = x - 2.

Nhan xét. Trong thwc hanh, dé tim tiém can xién cGa d6 thi ham phan thae trong Vi du 6,
ta viét:

2
Xx+1 X+1
. ) 4
Taco: lim [f(x)—(x—2)]= lim - ~0:
X w | xﬂ_r_x_l_‘l

lim [F(x)— (x—2)] = lim —— = 0.
X——m ¥——an x+1

Do d6, dd thi ham sé f(x) cé tiém can xién la dwdng thang y = x — 2.

2 e—
) Luyén t3p3. Tim céctiém cén ding va tiém can xién clia 48 thi ham s y = f(x) = *— 4‘; £R
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2
1.16. Hinh 1.26 1a d6 thi cia ham sé y = f(x) = X

x? -1
St dung @b thi nay, hay:

- X i

b) Chi ra c4c tiém can cla dd thi ham sé da cho.

y »
)

a) Viét két qua clia cac gidi han sau: lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x).

x—=T X—=-1

O >
1/ 1 X
=—1 || x=1
Hinh 1.26
3 z " o ma - - » _— £ X2 +2x-3 ..
1.17. Pudng thang x = 1 ¢6 phai la tiém can dirng cGa do thi ham s6 y = khéng?
1.18. Tim cac tiém can cua dd thi cac ham sé sau:
3-x 2 x4 —1
a)y= ; b) y = .
2X +1

X+ 2
1.19. Mét cdng ty san xuat dé gia dung wée tinh chi phi dé san xuat x (sén pham) la

C(x)=2x+50 (triéu ddng).
Khi d6 £(x) = ZX)

2=’ |a chi phi san xuét trung binh cho méi san pham. Chirng té rang ham
sO f(x) giam va lim f(x)=2. Tinh chat nay néi Ién diéu gi?

1.20. Mét manh vwén hinh chir nhat co dién tich bang 144 m?. Biét dd dai mét canh cua
manh vwon la x (m).

a) Viét biéu thire tinh chu vi P(x) (mét) cia manh vuon.

b) Tim céc tiém can cta db thi ham sé y = P(x). Giai thich y nghia thuc tién cla cac
két qua nay.
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KHAO SAT SU BIEN THIEN

VA VE DO THI CUA HAM SO

THUATNGD | KIEN THU'C, KINANG
« Chiéu bién thién : - M6 ta so dd tdng quat dé khao sat ham sb (tim tap xac dinh, xét chiéu

. Bang biénthién :  bién thién, tim cyc tri, tim tiém cén, 1ap bang bién thién, vé& @b thj).
« Cuyc tri : + Khao sat tap xac dinh, chiéu bién thién, cyc tri, tiém can, bang bién
. Tiém can :  thién va vé do thj clia cac ham so: ham bac ba, ham phan thirc hiru ti
.« D3 thi i don gian.

' i« Nhan biét tinh d6i x(rng (tryc ddi xibng, tdm ddi xirng) clia dd thj cac

« Tam déi xirng L
£ ham so tren.
* Tryc doi xwrng
Mét don vi san xuét hang tiéu dung wée tinh chi phi gé
san xuét x don vi san phdm la C(x) = 2x + 45 (triéu déng).
Khi @6, chi phi trung binh cho m&i don vi san pham I3

Cx)

y=Ff(x)= E(xﬂ Héy giai thich tai sao chi phi trung binh .

gidm theo x nhung luén 1&n hon 2 triéu déng/san pham.
Diéu nay thé hién trén do thi cia ham sé y = f(x) trong
Hinh 1.27 nhu thé nao?

1. SO DO KHAO SATHAM SO

) w01, Lam quen vé&i viéc khao sat va vé do thi ham sé
Cho ham s6 y = x* — 4x + 3. Thuc hién lan luot cac yéu cau sau:
a) Tinh y’'va tim cac diém tai d6 y' = 0.

Hinh 1.27

b) Xét dau y’ dé tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién va cuc tri ciia ham sé.
c) Tinh lim y, lim y va lap bang bién thién cla ham sé.

X=p i X |

d) Vé d6 thi ciia ham sé va nhan xét vé tinh déi xirng ctia dé thi.

So db khao sat ham sb y =f(x):

' I

1. Tim tap xac dinh cGia ham sé.
2. Khéo séat sw bién thién ctia ham sé:
« Tinh dao ham y'. Tim cac diém tai d6 y’ bang 0 hodc dao ham khéng tén tai.
« Xét dau y' dé chi ra cac khodng don diéu cia ham sé.
« Tim cuc tri cia ham sé.
« Tim céac gi¢i han tai vé cuc, gidi han vo cuwc va tim tiém can ctia dd thi ham sé (néu cé).
« Lap béng bién thién cua ham sb.
! 3. V& db thi ciia ham sé dwa vao bang bién thién.




Chu v. Khi vé @b thi, nén xac dinh thém mét sé diém dac biét cia @b thi, chang han tim
giao diém cua dd thi véi cac truc toa dd (khi cé va viéc tim khéng qua phirc tap). Ngoai ra,
can lvu y dén tinh déi xirng ctia dd thi (déi xirng tam, ddi xirng truc).

2. KHAO SAT VA VE PO THIHAM SO PATHU'C BAC BA

Trong muc nay, ta str dung so’ do téng quat & Muc 1 dé khao sat su bién thién va vé dé thi
cua ham sb bac ba.

) Vidu1. Khao sat sy bién thién va vé dé thi cia ham sé y = -x* + 3x* — 4.

Giai
1. Tap xac dinh cGia ham sé 1a R.
2. Sw bién thién:

» Taco: y'=-3x* +6x. Vay y' =0 khi x =0 hodc x = 2.

- Trén khoang (0; 2), ¥’ >0 nén ham s6 dong bién. Trén cac khoang (—x; 0) va (2;+ «),
y' <0 nén ham sé nghich bién trén méi khoang d6.

+ Ham sé dat cuc tiéu tai x =0, gia tri cwe tiéu y., = 4. Ham sb dat cuc dai tai x =2,
gia tri cwe dai y., =0.
o 3 4 ] . 3 4
» Gidihantaivécyc: lim y = lim x°| —1+——— |=+; lim y = lim x* 1+ ——— [=—0m.
X » o X » m . X x F X ¥l x x
+ Bang bién thién:

X —00D 0 2 +0

—a0
3. DO thi (H.1.28): .
«  Giao diém clia dé thi ham sé véi truc tung la diém (0; —4). |
e Tacoy=0 -x*+3x*-4=0& —(x-2(x+1)=0& x=-1 . .
. . . g".o!/\x
hoac x = 2. Do do giao diém cua dd thi ham sé voi truc hoanh -1 | 4 "t/ 2 |
la cac diém (-1; 0) va (2; 0). ol ;/
. . & . f |
« Do thi ham s6 cé tam doi xieng la diem (1; -2). f.-’ \
\
Chu y. D6 thi cha ham sbé bac ba y = ax® + bx? + cx + d (a # 0): _:1\/
+ Co tam dii xirng la diém c6 hoanh d6 thod mén y’ =0, Hinh 1.28
hay x = ——;
Y 3a

Khéng co tiém can.
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) Vidu 2. Khao sat su bién thién va vé @6 thi ciia ham sé y = x* - 2x* +2x -1.
Giai
1. Tap xac dinh cla ham sé 1a R.
2. Su bién thién:
« Tacod: y'=3x*-4x+2.Vay y' >0 véimoix € R.
- Ham s6 dong bién trén khoang (—«; + ).
» Ham s6 khéng co cuwc tri.

- . . af. 2 2 17 _
« Gigihantaivocyc: limy=Ilim x* | 1-—+——— |=—o;
X—3—o0 X—»—o0 \ X X X Y,
. a2 2 1)
limy=Ilm x| 1-—+——— |=+x.
X X-—»ian \ x X x )
+ Bang bién thién:
X —aD a0
' +
y /,—v +0
_:‘:} }1’ -~
. 2T
3. DO thi (H.1.29):
« Giao diém cua do thi ham s6 v&i truc tung |a diém (0; —1). 14 /
- - — e 2 - == g /
Taco y=0<=x*-2x* +2x-1=0 o 5/

SX-NXF*-x+1)=0c x=1.

-1 _7T /‘1 2 X
s 2 P T ey . ; 27
Do do giao diém cua dé thi ham sé voi truc hoanh la ]

diém (1: 0). /
- Db thi ham sé co6 tam dbi xirng la diém [%—2—??] T-E
Hinh 1.29

) Luyén tip 1. Khao sat sy bién thién va vé @b thi cia ham sé y = -2x° + 3x* - 5x.

3.KHAO SAT VA VE PO THIHAM SO PHAN THU'C HO'U Ti

Trong muc nay, ta st* dung so db tbng quat & Muc 1 dé khao sat sw bién thién va vé
dd thi ciia mét sé ham phan thire hivu ti don gian.

ax+b

a) Hdm sé phan thirc y = [c20,ad-bc=0)
cx+d
) Vi du 3. Khao sat sw bién thién va vé dé thi cia ham sé y = :+;

Giai

1. Tap xac dinh cia ham sé la R\ {2},
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2. Sw bién thién:

« Taco y'=- <0 voi moi x # 2.

(x-2)
« Ham sbé nghich bién trén tirng khoang (—«; 2) va (2; +x).

+ Ham s6 khéng cé cwe tri.

. . . . X+1 . . X+1
» Tiémcan: Ilimy=Ilim —=—oc; lim y = lim = +0]
¥—2 ¥—=2 X — x—2 x—2" X —
. . X+1 . .o X+ 1
lim y = lim =1; lim y = Ilim =1.
X—twm X =t x_2 X—p—2 X—=—m ¥ —

Do d6, db thi ciia ham sé cé tiém can dirng la dwdng thang x = 2, tiém can ngang la
dwong thang y = 1.

« Bang bién thién:

X —i0 2 400

r

y 1 4o
\ 3 \ 1

3. D6 thi (H.1.30):

- Giao diém cha db thi ham sb voi truc tung la 61

diém [0;-%} ‘T [\

L v=1 Tl S

. Qlfm diém cua d6 thi ham s6 voi truc hoanh la — ] L

I ol 6 -4 —2-%? 2 4 6 8%
« Db thi ham sé nhan giao diém /(2; 1) cda hai TN e

dwdng tiém can lam tam déi xirng va nhan hai 4] \|x

dwdng phan giac cua cac goc tao béi hai dwong "

tiém can nay lam cac truc déi x(rng. Hinh 1.30

E R N T £ s ; ax+b
Chu y. D6 thi cua ham s6 phan thuc y = . (c#0,ad —bc#0):

CX +

« Nhan giao diém cua tiém can ding va tiém can ngang lam tam déi xirng;

« Nhan hai dwéng phan giac cta cac goc tao béi hai dwéng tiém can nay lam céac truc déi xirng.

) Luyén tip 2. Gidi bai toan & tinh huéng mé dau, coi f(x) la ham sb xac dinh vé&i x > 1.

) Vin dung. Mot bé chiva ban dau cé 200 lit nwée. Sau d6, cir mdi phit nguwdi ta bom thém
40 lit nwée, ddng théi cho vao bé 20 gam chat khir trung (hoa tan).

a) Tinh thé tich nwéc va khéi lwong chat khir triing cé trong bé sau t phat. Tir 6 tinh néng
dd chat khir trung (gam/lit) trong bé sau t phut.



b) Coi ndng dd chét khir trung 1a ham sé f(t) voi t > 0. Khao sat sw bién thién va vé dé thi
clia ham sé nay.

c) Hay giai thich tai sao nong dd chat khir trung tang theo t nhwng khéng vwrot ngudng

0,5 gam/lit.
. * » axz+bx+c # ¥ a
b) Ham s phan thirc y = T [a= 0, p= 0, da thirc tir khong chia hét
cho da thirc mau)
- > z % - - ® » 5 A Xz—x—‘l
) Vidua. Khao sat va vé do thi cia ham so yz—z.
x_
Giai
1. Tép xac dinh ctia ham s6 la R \ {2}.
2. Sy bién thién: Viét y = x + 1+ 1 .
X-2
2 2
¢ Taco y =1-—t =X 843 a0 X XS gy o 1hodcx=3.
(x-2) (x-2) (x-2)

- Trén cac khoang (—0; 1) va (3; + ), y' >0 nén ham s6 déng bién trén tlrng khoang nay.
Trén cac khoang (1 2) va (2; 3), y’ <0 nén ham s6 nghich bién trén tirng khoang nay.

+ Ham sb dat cyc dai tai x =1 v&i y,, =1; ham sé dat cuc tiéu tai x =3 véi y., =5.

_ ’ 1 ‘ 1 1
: o -x=1_ o ASIT o ot =x-1_ . XTI
s Imy=Im—=lim—2=—w0; Imy=Iim —— = lm ———& =+w0.
X 3o X 3 o x_2 X 5 o 1_3 X 5l X i x_2 X i 1_2
X X
. Tiom e lim y= lirn | 529 P A —Iim(x+1+ LI N
' ' 'x—,z-y_x—rr X—2 e x—rz*y_x—,z* X—2 - '

lim [y —(x+1)]= lim =0; lim [y —(x+1)|= lim

X—iw X—p fan j{—2 X—p-w X— nx—z

Do d6, dé thi ham sé co tiém can dlirng |a dwong thang x = 2, tiém can xién la dwdng thang

y=x+1 -

+ Bang bién thién: o] o
X | —o0 1 2 3 +00 o A
y' + 0 - - 0 4 41

AN N

3. D6 thj (H.1.31):

I il ]

« Giao diém clia dé thi ham sb véi truc tung Ia diém (0;1).
2 Hinh 1.31
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« Tacoy=0< . Do d6 giao diém cua db thi

2
X -x-1_ 1-V5 | s x - 15
X—-2 2 2

ham sé véi truc hoanh |a cac diém [—1 '2‘5;0] va [1 +2‘/§ ;o].
« D6 thi ham sé nhan giao diém /(2; 3) cua hai dwéong tiém can lam tam dbi xirng va nhan
hai dwong phan giac cla cac goc tao béi hai dwong tiém can nay lam céac truc déi xirng.
X2 +x-2

) Vidu5. Khao sat sy bién thién va vé do thi clia ham sé y = 1
X +

Giai
1. Tép xac dinh clia ham s6 la R\ {-1].
2. Sy bién thién:

« Viéty=x- tacoy =1+

>0 voi moi x # -1.
X +1 (x+1)

2

« Ham sb déng bién trén tirng khodng (—w=; —1) va ( —1; +x).

+ Ham s khéng co cuwe tri.

¢ limy= lim ———= = lim X - _o; limy=Ilim —=—==lim X — too.
X » o X » o X +1 X 3 a0 1 X i X i X +1 X »lan 1

e = . , 2 . . 2
« Tiémcan: lim y= lim | x———|=+4oc; lim y= lim | x- : =—00]
X+

x¥—=-1 x—-1 x+1 x—==1 x—==1

. . 2 \ o (2
tim [y x]= fim (2= <0r im [y —x] < im (2

Do do, db thi ham sé cé tiém can ding la dwéng thang x = —1, tiém can xién la dudng
thang y = x.

« Bang bién thién:

X | —ao -1 +a0

y + +

. / . / h

3. Do thi (H.1.32):

-2
« Giao diém cla dd thi ham sé véi truc tung la 6 -5 4 3
diém (0: -2).

2 -
« Tacd y=0¢>x+—12:0<:«~ x=-2 hoacx=1.
X+1
Do d6 giao diém ctia dé thi ham sé v&i truc hoanh
la cac diém (-2; 0) va (1; 0). Hinh 1.32
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) Luyén tip 3. Khao sat sw bién thién va vé do thi cia ham so y =

32

« Db thi ham sé nhan giao diém /(-1: —1) cha hai duéng tiém can lam tadm dbi xirng va nhan
hai dwéng phan giac cla cac goc tao béi hai dwong tiém can nay lam cac truc ddi xirng.

2
Cha §. D thi ciia ham sé phan thire y = 2XF2X*C 5.0, p#0, da thirc tir khéng chia

s . z px+q
het cho da thire mau);

« Nhan giao diém cla tiém can ding va tiém can xién lam tadm déi xing;
» Nhan hai dwéng phan giac clia cac goc tao bdi hai dwong tiém can nay lam cac truc
ddi xrng.

—x% +3x -1
XxX-2
BAITAP
1.21. Khao sat sw bién thién va vé d6 thi ctia cac ham sé sau:
a) y=-x>+3x+1; b) y=x>+3x°-x-1.

1.22. Khao sat sy bién thién va vé dé thi cia cac ham sé sau:

2x +1 X+3
- : b)y = :
X+ 1 1-x
1.23. Khdo sat sw bién thién va vé do thi ciia cac ham sé sau:

a) y

_2x*-x+4 XA+ 2x+1

a)y= : b) v =
)Y x—1 )Y X+3

1.24. Mét cbe chira 30 ml dung dich KOH (potassium hydroxide) v&i néng d6 100 mg/ml.
Mot binh chira dung dich KOH khac véi nong dé 8 mg/ml dworc trén vao coc.

a) Tinh ndng dd KOH trong céc sau khi trén x (ml) tir binh chira, ki hiéu la C(x).
b) Coi C(x) 1a ham sé xac dinh v&i x > 0. Khdo sat suv bién thién va vé dd thi cta
ham sé nay.

c) Giai thich tai sao néng dé KOH trong coc giam theo x nhuwng luén Ién hon 8 mg/ml.

1.25. Trong Vat li, ta biét ring khi m&c song song hai dién trd L 8Q
R, va R, thi dién tré twong dwong R cua mach dién duoc -
p— X
tinh theo céng thirc R = RiR, (theo V4t Ii dai cuong, N VN———
R +R, 4
NXB Gido duc Viét Nam, 2016). S B8

Gia st mét dién tré 8 Q dwoc mac song song v&i mét bién tré nhw Hinh 1.33. Néu bién
tré d6 dworc ki hiéu 1a x (Q) thi dién tré twong dwong R 1a ham sé cla x. Vé dé thi cua
ham sé y = R(x), x > 0 va dwa vao dbé thi da vé dé tra 1&i cac cau hdi sau:

a) Pién tré twong dwong clia mach thay déi thé nao khi x tang?

b) Tai sao dién tr¢ twong dwong cua mach khéng bao gi¢ virot qua 8 Q7?



UNG DUNG DAO HAM DE GIAI QUYET

MOT SO VAN DE LIEN QUAN DEN THUC TIEN

THUATNGU . KIEN THU'C, Ki NANG
* Téc d6 thay déitirc thei | Van dung dao ham va khao sat ham s6 dé giai quyét mot sé van dé
- Bai toan t6i wu hoa . lién quan dén thyec tién.

M6t ddi bong da thi dau trong mét san van dong cé sirc chira
55 000 khan gia. Véi gia mbi vé 1a 100 nghin dong, s6 khan
gia trung binh la 27 000 nguwoi. Qua tham do dw luan, nguo
ta thay rang méi khi gia vé giam thém 10 nghin dong, sé cd
thém khodng 3 000 khan gia. Hoi ban té chire nén dat gia vé
la bao nhiéu dé doanh thu tir tién ban vé 1a I6n nhat?

1. TOC DO THAY POI CUAMOT DAILUQONG

Gia st y la mot ham sé cta x va ta viét y = f(x). Néu x thay dbi tir x, dén x,, thi sy thay ddi
cua x |a
AX = X, — X,

va s thay dbi twong (rng cuia y 1a
Ay =f(x,)—f(x,).

. Fix)—f
Tiso Ay — (xz) (X1)

AX X, — X

f ~f
Gidi han lim a8y Em (x2)—f(x)
Ax-»0 M Xy 2 X4 xz _ x1

dwoc goi la toc do thay doi trung binh cta y 46i voi x trén doan [x,; X, |.

dwoc goi la toc dd thay doi tuc thoi clia y déi voi x tai
diém x = x,.

Nhw vay, dao ham f'(a) 1a téc d6 thay doi tirc théi cla dai lwong y = f(x) dbi vdi x tai diém
x = a. Dwédi day, ching ta xem xét mét sé (rng dung clia y twdng nay déi véi vat li, hoa hoc,
sinh hoc va kinh té:

+ Néu s = s(f) 1a ham vi tri cGa mét vat chuyén déng trén mét dwéng thang thi v = s'(f) biéu
thi van téc tirc thdi cta vat (toc dd thay doéi cia dd dich chuyén theo thoi gian). Téc do
thay déi tire thoi ctia van tde theo thoi gian 1a gia tc tirc thoi cla vat:

a(t) = v(t) = s"(1).

+ Néu C = C(f) la nbng d6 clia mét chét tham gia phan (rng hoa hoc tai thei diém ¢, thi C'(f)
la téc d6 phan (ng tirc thoi (tlee 1a d6 thay ddi ndng dd) clia chéat d6 tai thoi diém t.

« Néu P = P(f) 1a s6 lwong céa thé trong mét quan thé ddng vat hoac thuwe vat tai thdi diém ¢,
thi P'(t) biéu thi téc dé tang trudng tlirc thdi clia quan thé tai thoi diém t.



« Néu C = C(x) la ham chi phi, tirc 1a tdng chi phi khi san xuét x don vi hang hod, thi tbc dé
thay dbi tirc théi C'(x) clia chi phi déi véi sé lwong don vi hang dwoc san xuat duoc goi
la chi phi bién.

Vé y nghia kinh t&, chi phi bién C'(x) xap xi v&i chi phi dé san xuat thém moét don vi
hang hoa tiép theo, tirc 1a don vi hang hoa thir x + 1 (xem SGK Toén 11 tép hai, trang 87,
bd sach Két néi tri thirc véi cude sbng).

) Vidu 1. Khi bé qua s(rc can clia khdng khi, d6 cao (mét) cliia mét vat dwoc phéng thang ding

|én trén tir diém cach mat dat 2 m véi van téc ban dau 24,5 m/s la h(t) = 2 + 24,5t — 4,9¢*
(theo Vat Ii dai cuong, NXB Giao duc Viét Nam, 2016).

a) Tim van téc cta vat sau 2 gidy.

b) Khi nao vat dat dé cao I&n nhat va dé cao Ién nhat d6 1a bao nhiéu?

¢) Khi nao thi vat cham dat va van téc cla vat Iic cham dat Ia bao nhiéu?

Giai

a) Theo y nghia co hoc clia dao ham, van téc cla vat la v = h'(t) = 24,5 - 9,8t (m/s).
Do @6, van téc cha vat sau 2 giay la v(2)=24,5-9,8-2=4,9 (m/s).

b) Vi h(f) 1& ham s6 bac hai co hé sé a = 4,9 < 0 nén h(f) dat gia tri 16n nhat tai

b _ 24,5

2a 2-4,9

¢) Vat cham dat khi d6 cao bang 0, tirc 1a h =2 + 24,5t — 4,9t = 0, hay t ~ 5,08 (giay).

f=— = 2,5 (giay). Khi d6, d6 cao Ién nhét cta vat la h(2,5) = 32,625 (m).

Van téc cla vat Iic cham dat la v(5,08) = 24,5 - 9,8 - 5,08 = —25,284 (m/s).
Van téc am chirng té chiéu chuyén déng clia vat 1a ngwoc chiéu dwong (hwéng 1én trén)
cla truc da chon (khi lap phwong trinh chuyén déng cua vét).

) Vidu 2. Gid sir s6 lwong cia mét quan thé ndm men tai mdi trwdng nudi cay trong phong

thi nghiém dwo'c mé hinh hoa bang ham sé P(t) = ﬁ, trong 46 th¢i gian t dwoc tinh
+8

bang gi®. Tai thdi diém ban dau t= 0, quan thé cd 20 té bao va tang véi toc dd 12 té bao/giod.
Tim cac gia tri clia a va b. Theo mé hinh nay, diéu gi xay ra v&i quan thé ndm men vé lau dai?
Giai

=075¢
0,75ae 0.
(b + @ 078t )2

Theo dé bai, ta cé: P(0) = 20 va P(0) = 12. Do db, ta c6 hé phwong trinh:

Ta co: P'(t) =

a
rq-20 a=20(b+1)
9 =
0752 _,, | 1> _qp.
h(‘b+1)2 b+1

Giai hé phwong trinh nay, ta dwoca=25va b= %



1 8. ?58 0,75¢

Khi @6, P'(t) = ~>0,vt 20, tirc 1a sé lwong clia quan thé ndm men luén tang.
[1 2 e—ﬂ.?ﬂ:)
4
- . . 25 . . "
Tuy nhién, do lim P(t) = lim ——=—— =100 nén s6 lwong cua quan thé ndm men tang nhung
=P -+ 0,75t
+e "

4
khéng vuwot qua 100 té bao.

) Vidu3. Gia sl chi phi C(x) (nghin déng) dé san xuét x don vi cia mét loai hang hoa nao dé
dwoc cho bdi ham sé C(x) =30 000+ 300x —2,5x +0,125x°.
a) Tim ham chi phi bién.
b) Tim C'(200) va gidi thich y nghia.
¢) So sanh C'(200) v&i chi phi san xuat don vi hang hoa thar 201.
Giai
a) Ham chi phi bién la C'(x) =300 - 5x + 0,375x%.
b) Ta cé: C'(200) =300-5-200+0,375-200° =14 300.
Chi phi bién tai x = 200 la 14 300 nghin dong, nghia Ia chi phi dé san xuat thém mot
don vi hang hoa tiép theo (don vi hang hoa thir 201) 1a khoang 14 300 nghin dong.
c) Chi phi san xuat don vi hang hoa thir 201 la
C(201) - C(200) = 1 004 372,625 - 990 000 = 14 372,625 (nghin dong).
Gia tri nay xap xi v&i chi phi bién C'(200) d4 tinh & cau b.

) Vidu 4. Dé loai bd x% chét gay 6 nhiém khong khi tir khi thai clia mét nha may, ngudi ta wéc
tinh chi phi can bé ra 13
C {x] < 300x
100 - x
Khao séat su bién thién va vé do thi cia ham sb y = C(x). Tr @6, héay tra 161 cac cau héi sau:
a) Chi phi can bé ra sé thay ddi nhw thé nao khi x tang?
b) C6 thé loai bd dwroc 100% chat gay 6 nhidm khéng khi khdng? Vi sao?

Giai

(triéu déng), 0 < x < 100.

300x

Xétham sé y = C(x) = 155
-

,0<x<100.

Ta co:

y' = 30 000 >0, v& I moi x [U; 100).

(100 - x)’

Do d6 ham s6 lun dong bién trén nira khoang [0; 100).

©lim C(x)= lim —oX

= o0, Nén d6 thi ham sb cé tiém cén dirng 1a x = 100.
x—100" x—1000 100 — x




Bang bién thién:

X 0 100
C'(x) +
C(x) // -
0
D6 thi ham sé nhw Hinh 1.34. y 4
a) Chi phi can bo ra C(x) sé luén tang khi x tang. 800+ -
b) Vi _lim C(x) =+ (ham s6 C(x) khong xéc dinh 00l ||
X—
khi x = 100) nén nha may khéng thé loai bé 100% 5001
chat gay 6 nhiém khéng khi (du bé ra chi phi la bao
nhiéu di chang nira). 5007
) Luyén tdp 1. Khi mau di chuyén tir tim qua cac déng 4007 |
mach chinh rdi d&n cac mao mach va quay tré lai 2001 |

qua cac tinh mach, huyét ap tadm thu (térc 1a ap lwe |
cua mau Ién déng mach khi tim co bép) lién tuc giam 200t |

xubng. Gia str mét ngudi cd huyét ap tam thu P (tinh 1001/

bang mmHg) dwoc cho b&i ham so -
2 i i 1 =
p(t)=22L 125 g ot <10, 100 [100[ 200 300 x
-100¢
trong d6 thoi gian t dwoc tinh bang giay. Tinh toc dd
thay di ctia huyét ap sau 5 gidy ké tir khi mau roi tim. Hinh 1.34

2.MOT VAI BAI TOAN TOI U'U HOA DON GIAN

Mét trong nhirng (rng dung phd bién nhét clia dao ham |a cung cap mét phwong phap téng
quat, hiéu qua dé gidi nhirng bai toan téi wu hoa. Trong muc nay, ching ta sé gidi quyét
nhirng van de thuwéng gap nhu téi da hoa dién tich, khéi lwong, loi nhuén, cliing nhw téi thiéu
hoa khoang céch, théi gian, chi phi.

Khi gidi nhifng bai toan nhu vay, khé khan Ién nhat thwong 1a viéc chuyén déi bai toan
thue té cho bang 101 thanh bai toan téi wu hoa toan hoc bang cach thiét 1ap mét ham sé
phi hop ma ta can tim gia tri I&n nhat hodc gia tri nhé nhat cia nd, trén mién bién thién
phu hop cla bién sé.

Quy trinh gidi mét bai toan téi wu hoa:

Buéc 1. Xac dinh dai lwong Q ma ta can lam cho gia tri cla dai lwong 4y 16n nhat hodc nhd
nhét va biéu dién né qua cac dai lvong khac trong bai toan.



Buéce 2. Chon mét dai lwong thich hop nao dé, ki hiéu |a x, va biéu dién cac dai lwong khac
& Budrc 1 theo x. Khi do, dai lwong Q sé Ia ham so cia mét bién x. Tim tap xac dinh cia ham
s6 Q= Q(x).

Budée 3. Tim gia tri I&n nhat hoac gia tri nhd nhat ciia ham sé Q = Q(x) bang cac phuong
phap da biét va két luan.

) Vi du 5. Mét nha san xuat can lam nhirng hép dung hinh tru ¢ thé tich 1 lit. Tim cac kich
thuwde clia hdp dung dé chi phi vat liéu dung dé san xuét la nhoé nhét (két qua duoc tinh theo
centimét va lam tron dén chir sé thap phan thi hai).

Giai

Pbi 1 lit = 1 000 cm?.

Goi r (cm) la ban kinh day cda hinh tru, A (cm) la chiéu cao cda hinh tru.

Dién tich toan phan cla hinh tru 1a: S = 2nr? + 2nrh.

Do thé tich cGa hinh tru 1a 1 000 cm?® nén ta ¢6: 1000 =V = nr*h, hay h = ! 020 :
T
S e L . 5 s s N . 000
Do do, dién tich toan phan cua hinh tru la: S =2nr° + r>0.
r

Ta can tim rsao cho S dat gia tri nhd nhét. Ta ¢o:

a
S'=4:rtr—2000=4ﬂ:r _2UUO;S’:O@WH:SDG@JF:#-SO—O.
m

rE r2

Bang bién thién:

500
3

40

S'(n — 0 +

S(r) H\S{am]/m

1000 1000 100

— _[250 000 32501
d 2
T

Khi do: h =

Vay can san xuat cac hdp dwng hinh tru ¢é ban kinh day r = 3 500 _ 5,42 (cm) va chiéu cao
T

100

4250~

Cha . T 16i gidi Vi du 5 ta thay: Néu hinh tru c6 thé tich V khéng déi thi dién tich bé mat
cta hinh tru nhé nhat khi chiéu cao bang dwéong kinh day.

h = ~10,84 (cm).
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) Luyén tip 2. Anh An chéo thuyén tir diém A trén bé& mét con -3 km-]

séng thang réng 3 km va muébn dén diém B & bd déi dién cach
8 km vé phia ha lwu cang nhanh cang tét (H.1.35). Anh An
c6 thé chéo thuyén truc tiép qua séng dén diém C rdi chay
bd dén B, hodc anh co thé chéo thuyén thang dén B, hoac
anh ciing c6 thé chéo thuyén d&n mét diém D nao do gitra C
va B rbi chay bd dén B. Néu van téc chéo thuyén la 6 km/h
va van toéc chay bd la 8 km/h thi anh An phai chéo thuyén
sang bo' & diém nao dé dén dwoc B cang som cang tét?
(Gia st rang van téc clia nwéc la khong dang ké so véi van
tbc chéo thuyén cdia anh An).

Hinh 1.35

Nhac lai rang néu C(x) 1& ham chi phi, tirc |a chi phi sén xuét x don vi clia mét sén pham nao
d6, thi chi phi bién 1a téc a6 thay ddi ciia C dbi véi x, tirc 1a dao ham C'(x).

Goi p(x) la gia ban mdi don vi ma céng ty ¢o thé tinh néu ban x don vi. Khi @6, p dwoc goi la
ham cau (hay ham gié) va ching ta mong doi d6 la mét ham giam cla x. Néu x don vi duoc
ban va gia méi don vi la p(x) thi téng doanh thu la

R(x)=x- p(x)

va R(x) dwoc goi la ham doanh thu. Bao ham R'(x) ctia ham doanh thu dwoc goi la ham
doanh thu bién va la téc do thay doi clia doanh thu ddi véi sé lwong don vi san pham ban ra.

Néu x don vi dwoc ban, thi tong loi nhuan 1&
P(x) = R(x) — C(x)

va P(x) dwoc goi la ham loi nhuén. Ham loi nhuén bién la dao ham P'(x) cua ham lgi nhuan.

) Vi du 6. Giai bai toan trong tinh huéng mé dau.
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Giai

Goi p (nghin déng) 1a gia cla méi vé; x |a sb khan gia mua vé. Ta can xac dinh ham cau
p = p(x). Theo gia thiét, tdc dd thay dbi cla x ti 1& v&i toc dd thay ddi cia p nén ham sb
p = p(x) 1a ham sb6 bac nhat.

Gia vé p, = 100 wng v&i x, = 27 000 va gia vé p, = 90 trng voi x, = 27 000 + 3 000 = 30 000.
Do d6, phwong trinh dwéng thang p = ax + b di qua hai diém (27 000; 100) va (30 000; 90)

100-90 (
27 000 - 30 000

tire la x = -300p + 57 000.

lap-100= x —27 000), hay p—100:—ﬁ(x—27 000),

Ham doanh thu tir tién ban vé 1a
R(p) = px = p(-300p + 57 000) = -300p* + 57 000 p.

Ta can tim p sao cho R dat gia tri I&n nhat. Ta co:
R'(p) = -600p + 57 000; R'(p) =0 < p =95.



Bang bién thién:

p |0 95 40

R'(p) + 0 -

R(p) 2707 500
0 / \

Vay véi gia vé 1a 95 nghin ddng mét vé thi doanh thu ban vé 1a Ién nhét.

—o0

) Vidu7. Mét nha phan tich thi trwéng 1am viéc cho mét cong ty san xuét thiét bi gia dung nhan
thay rang néu céng ty sén xuét va ban x chiéc may xay sinh t6 hang thang thi loi nhuén thu
dwoc (nghin déng) la

P(x)=-0,3x* +36x* +1800x — 48 000.
Khdo sat st bién thién va vé dé thi ham sé y = P(x), x > 0. St dung dé thi da vé dé tra 161
cac cau hdi sau:
a) Khi chi san xuat mét vai may xay sinh t6, cong ty sé bi 16 (vi IGc nay loi nhuan am). Hai
hang thang céng ty phai san xuét it nhat bao nhiéu chiéc may xay sinh té dé hoa vén?
b) Loi nhudn Ién nhat ma céng ty co thé dat dwoc la bao nhiéu? Cong ty co6 nén san xuét
200 chiéc may xay sinh t6 hang thang hay khéng?
Giai
Xét ham sé y = F’(x} =-0,3x> +36x% +1800x — 48 000, x > 0.
Ta co:
+ ¥'=P'(x)=-0,9x" +72x +1800; y’ =0 <> x =100 (vi x > 0).
P'(x)>0 v6i moi x € [0;100), P'(x) <0 véi moi x &(100;+c).
Do d6 ham s6 déng bién trén nira khoang [0; 100) va nghich bién trén khoang (100; + «).
Tai x =100, ham s6 dat cuc dai va y,, = P(100) =192 000.

+ lim P(x)=—on.

X—p o

Bang bién thién:

X 0 100 400
P'(x) + 0 -
P(x) 192 000

48000 / \‘
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Db thi ham sé nhw Hinh 1.36 (& day ta

|4y mét don vi trén truc hoanh bang 1 000 %gg ggg g
don vi trén truc tung). 180 000 + :
Tlr 46 thi da vé suy ra: R T i
a) D6 thi xuét phat tir diém (0; —48 000), e
¢ phia dwéi truc hoanh (tirc 1a cong ty | | H"\H
dang bi 16), va giao véi truc hoanh ko / ; \
tai diém dau tién co hoanh dd x = 20. e | / |
Do d6, hang thang céng ty can san N i H".I
xuét it nhat 20 chiéc may xay sinh t6 dé AT :
hoa vén. ?_” Dﬂ_ﬂo | | IIE |
b) Loi nhuan 16n nhat ma cong ty co thé 40 20 /’én 40 60 80100 120 1&0\1501'30 ’
thu duoc 1 y,, =P(100)=182000 " z/
(nghin ddng), tlrc 1a 192 triéu déng, e— -48 000 'III
dat dwoc khi san xuat dung 100 chiéc '
may xay sinh té6 méi thang. Hinh 1.36

Khi san xuat hon 100 chiéc may xay sinh t& méi thang thi cang san xuét nhiéu loi nhuan
cang giam. Do do, cong ty khéng nén san xuat 200 chiéc may xay sinh t6 hang thang.

) Vin dung. Mét nha san xuét trung binh ban dwoc 1 000 ti vi man hinh phang méi tuan voi gia
14 triéu dong médt chiéc. Mot cude khdo sat thi tredng chi ra rang néu clr gidam gia ban 500
nghin déng, sé lwong ti vi ban ra sé tang thém khoang 100 ti vi mbi tuan.

a) Tim ham cau.
b) Céng ty nén giam gia bao nhiéu cho ngwdi mua dé doanh thu la I6n nhat?

c) Néu ham chi phi hang tuan la C(x) = 12 000 — 3x (triéu ddng), trong d6 x la sé ti vi ban ra
trong tudn, nha san xuat nén dat gia ban nhw thé nao dé loi nhuan la Ién nhat?

BAITAP
1.26. Gid sir mét hat chuyén dong trén moét truc thang dirng chiéu dwong huéng 1én trén sao
cho toa dé cuia hat (don vi: mét) tai thei diem ¢ (giay) la y =t* - 12t +3, £ > 0.
a) Tim cac ham van téc va gia téc.
b) Khi nao thi hat chuyén déng Ién trén va khi nao thi hat chuyén déng xuéng dwoi?
c) Tim quang dwong hat di dwoc trong khoang thoi gian 0 < £ < 3.
d) Khi nao hat téng téc? Khi ndo hat giam téc?



1.27. Gia st chi phi (tinh bang tram nghin déng) dé san xuéat x don vi hang hoa nao do la:
C(x)=23 000 + 50x — 0,5x + 0,00175x°.

a) Tim ham chi phi bién.
b) Tim C'(100) va giai thich y nghia cua no.
¢) So sanh C'(100) v6i chi phi sén xuét don vi hang hoa thr 101.

1.28. Nguw&i quan li cia mot khu chung cw ¢é 100 cén hd cho thué nhan thay rang tat ca cac
can hd sé co ngudi thué néu gia thué mot can hé 1a 8 triéu dong mét thang. Mot cude khao
séat thi trrdng cho thay rang, trung binh cir méi lan tang gia thué can hé thém 100 nghin
dbng thi sé co thém mot can hé bi bé tréng. Ngudi quan li nén dat gia thué méi can ho 1a
bao nhiéu dé doanh thu la I&n nhat?

1.29. Gia str ham cau dbi v&i mét loai hang hoa dwoc cho bdi cong thire
354

= — X 20,
1+0,01x

P

trong do p |a gia ban (nghin ddng) ctia méi don vi san pham va x 1a sé lwong don vi san

pham d& ban.

a) Tim céng thirc tinh x nhw 1a ham sé clha p. Tim tap xac dinh cta ham s6 nay. Tinh sb
don vi san pham da ban khi gia ban ctiia méi don vi san pham la 240 nghin dong.

b) Khdo sat sw bién thién va vé do thi cia ham so x = x(p). Ty do thi da vé, hay cho biét:
— S6 lwong don vi san pham ban dwoc sé thay ddi thé nao khi gia ban p tang:

— Y nghia thuwe tién cha gidi han ILrE_ x(p).
P
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BAI TAP CUOI CHUONG |

A - TRAC NGHIEM

1.30. Cho ham sé y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a; b). Phat biéu nao sau day la dang?
A. Néu f'(x) = 0 v&i moi x thude (a; b) thi ham sé y = f(x) dong bién trén (a; b).
B. Néu f'(x)> 0 v&i moi x thudce (a; b) thi ham sbé y = f(x) ddng bién trén (a; b).
C. Ham sb y = f(x) ddng bién trén (a; b) khi va chi khi f'(x) >0 véi moi x thudc (a; b).
D. Ham sé y = f(x) ddng bién trén (a; b) khi va chi khi /(x)> 0 v&i moi x thudc (a; b).

1.31. Ham s6 nao sau day nghich bién trén R?

A y=-x+3x*-9x. B.y=—x"+x+1.
C.yzx_1. D.y=2x>+3x+2.
X—2

1.32. Ham s6 nao dwéi day khéng ¢é cuc tri?

A.y=Ixl. B. y =x" C.y=-x+x. D-l"’=2x—1
X +1
1.33. Gia tri cyec tiéu cha ham sé y = x’Inx 1a
1 1 1 1
A. —. B. ——. c.——. D.
- € 2e %

1.34. Gia trj lon nhét ctia ham s6 y =(x —2)° - e* trén doan [1; 3] 1
A.0. B.e’. C.e. D. e.

1.35. Cho ham sé y = f(x) thoa man: [il'l;l‘ f(x)=1, Iin; f(x)=1, lim f(x)=2va lim f(x)=2.
Khang dinh ndo sau day la dung?
A. Duong thang x = 2 |a tiém can dlirng cta dé thi ham sé.
B. Puong thang y = 2 1a tiém can ngang clia db thi ham sé.
C. Puwong thang y = 1 1a tiém can ngang cla dé thi ham sé.
D. Puwéng thang x = 2 1a tiém can ngang cda db thi ham sé.
X1 2—2

1.36. Tiém can xién cta dé thi ham sé y = 5 1a

A y=-2. B. y=1 C.y=x+2. i =X



1.37. Cho ham s6 y =f(x) x&c dinh trén [ \ {1, 3}, lién tuc trén mdi khodng xac dinh va cé
bang bién thién nhw sau:

X —Q0 1 2 3 400
f(x) - - 0 + +

x) 1\_1 ?\E/ﬂ.c _4/-1

Khang dinh nao sau day la sai?

A. Puong thang y = 1 1a tiém can ngang clia do thi ham sé da cho.
B. Puwdng thang y = —1 1a tiém can ngang cGa db thi ham sé da cho.
C. Buong thang x = 3 la tiém can dirng cta db thi ham sé da cho.
D. Pwong thang x = 1 la tiém can dirng cua db thi ham sé da cho.

: : [l 4y
1.38. DO thi trong Hinh 1.37 la @6 thi cda ham sé: .'
A.y:x+2. B.y:2x+1. /
X +1 X+1 ,
" 2
C},;":.‘x__:‘:+ Dy=:+3+ ff_ﬁ,.-—-"'—"'
-1 Ir"l ) ;
!'I
I

1.39. Db thi trong Hinh 1.38 |a d6 thj ctia ham sé:
1 2x+1
A. y=x- : B. y= :
4 X+ 1 d x+1
-3 2
g,y —X+H B X+ X+
X +1 x+1
& Hinh 1.38
B-TU LUAN
1.40. Xét chiéu bién thién va tim cac cuc tri (néu c6) clia cac ham sb sau:
a)y=x"-3x*+3x-1; b) y =x* -2x* -1
2x -1 X°+2x+2
c) y= : d) y= :

3x+1' X +1



1.41. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhé nhat (néu cé) cua cac ham sé sau:

a)y= ;X +; trén nira khodng [2;+ «); b) y =v2-x°.
x_
1.42. Tim céc tiém can cla d6 thi cac ham sé sau:
3x-2 X* +2x -1
a) y= : b) v= .
)Y =T ) Y =5
1.43. Khao sat su bién thién va vé dé thi ciia cac ham sbé sau:
— 2 v
a) y=-x>+6x*-9x+12; b)y:zx 1; c) y == 2X
X+1 x—1

1.44. Xét mét thau kinh hdi tu cod
tiéu cw f(H.1.39). Khoang céach
p tir vat dén thau kinh lién hé
v&i khoang céch g tir anh dén
thau kinh b&i hé thire:
1T 1 1
p q f

Hinh 1.39

a) Viét cong thire tinh g = g(p) nhw mdt ham s6 cla bién p e (f; + ).

b) Tinh cac gidi han JI_’I’I]U g(p); FI}m;n g(p) va giai thich y nghia cac két qua nay.

¢) Lap bang bién thién cta ham s6 g = g(p) trén khoang (f; +=).

1.45. Dan sé cia mét qudc gia sau t (ndm) ké tir ndm 2023 dwoc wde tinh bdi céng thire:
N(t)=100e""™ (N(t) dwoc tinh bang triéu ngu i, 0 <t < 50).

a) Udc tinh dan sbé clua quéc gia nay vao cac nam 2030 va 2035 (két qua tinh bang triéu
ngui, lam tron két qua dén chir sé thap phan thiy ba).

b) Xem N(#) 1a ham so6 cla bién so t xac dinh trén doan [0; 50]. Xét chiéu bién thién cua
ham s& N({) trén doan [0; 50].

¢) Dao ham cua ham sé N(f) biéu thi tbc dd tang dan s6 cta québc gia dé (tinh bang triéu

nguwoi/ndm). Vao ndm nao tdc dd tang dan sbé cla qubc gia d6 la 1,6 triéu ngudi/ndm?

1.46. Mot dwdng day dién duwoc ndi tir mét nha may dién & A dén mét hon dao & C nhw
Hinh 1.40. Khoang cach tir C dén B la 4 km. B& bién chay thang tir A dén B véi khoang
cach 1a 10 km. Téng chi phi lap dat cho c
1 km day dién trén bién la 50 triéu déng,
con trén dat lien 1a 30 triéu dong. Xac

dinh vi tri Giém M trén doan AB (Giém néi "
day tlr dat lién ra dao) dé téng chi phi
1&p At 13 nhé nhat. B N :

Hinh 1.40



CHUONG I

VECTO VA HE TRUC TOA PO
TRONG KHONG GIAN

,,,,,,,,

Vecto trong mét phéng la mét céng cu hivu hiéu dé
biéu dién cac dbi twong hinh hoc va cac dai lvong
c6 huéng trong mét phang. Véi muc dich twong tw,
nguoi ta clng dwa ra khai niém vecto trong khéng
gian. Khai niém nay la co s& dé xay duwng toa dd
trong khéng gian, tir 46 cho phép dai sé hoa cac bai
toan hinh hoc khéng gian va giai quyét chung bang

- - & 2. - X
cac bien doi dai so. To tién 200 Franc caa Thuy STgoi 1én hinh
anh vé moét hé toa do trong khéng gian.

VECTO TRONG KHONG GIAN

THUAT NGU | KIEN THU'C, KINANG
Vecto trong khéng gian ; « Nhan biét vecto trong khéng gian.
i « Nhan biét va thwe hién cac phép todn vecto trong khdng gian.

O I6p 10, ta da biét vé vecto trong mat phang
va biét str dung vecto dé biéu thi cac dai lwong
co6 hwdng va do Ién trong mat phang, vi du
nhu van téc hay lwc. Déi voi cac dai luong co
hwéng trong khéng gian, ta cé thé sl dung
vecto dé biéu dién chiing hay khéng? Cac phép
toan vecto trong truéng hop nay giong va khac
nhv thé nao voi cac phép toan vecto trong
mét phang?

Hinh 2.1. Cac mii tén chi duong goi Ién
hinh anh vé vecto trong khéng gian.

s



1. VECTO TRONG KHONG GIAN

2 Ho1. Nhan biét vecto’ trong khéng gian

Trong Hinh 2.2, lwc cang day (dwoc tao ra bdi sirc nang cua
kién hang) duoc thé hién béi cac doan thang cé mai tén mau dé.

a) Cac doan thang nay cho biét gi vé hwdng va dé I6n cla cac
llrc cang day?

b) Cac doan thang nay cé cung nam trong mét mat phang khéng?

r \
« Vecto trong khéng gian 1a mét doan thang cé hwéng.
« D6 dai cla vecto trong khong gian la khodng cach gitra diém dau va diém cudi cla
vecto do.

\, 7

M
g Hinh 2.3 cho ta vi du vé mét sé dai lwong cé thé dwoc biéu dién béi vecto trong khéng gian.
Hay tim thém mét sé vi du twong tu.

Hinh 2.3. Van toc gi6 va van toc caa may bay c6 thé duoc biéu dién béi vecto trong khéng gian.

Chu y. Twong tw nhw vecto trong mat phang, déi voi vecto trong khéng gian ta ciing cé cac
ki hiéu va khai niém sau:
- Vecto cé diém dau la A va diém cubi la B duoc ki hiéu la AB.

~ Khi khéng can chi ré diém dau va diém cudi cla vecto thi
vecto con dwoc ki hiéu la a, b, X, y,...

- Do dai cua vecto AB dwoc ki hiéu la |AB| @6 dai caa d

vecto a duoc ki hiéu 1a |a]. _
s ) i X L Hinh 2.4. Duong thang d
- DPuong thang di qua diem dau va diém cudi cua mot vecto la gié cua vecto a.

dwoc goi la gia cua vecto d6 (H.2.4).



) Vidu1. Cho tir dién ABCD c6 d6 dai méi canh bang 1 (H.2.5).
a) C6 bao nhiéu vecto co diém dau la A va diém cudi 1a mot
trong cac dinh con lai cua t& dién?
b) Trong céac vecto tim dwoc & cau a, nhirng vecto nao co
gia nam trong mat phang (ABC)?
¢) Tinh @6 dai cla cac vecto tim dwoc & cau a. B D
Giai
a) Cé ba vecto 1a AB, AC va AD. c

b) Trong ba vecto AB, AC va AD chi co hai vecto AB va AC Hinh 2.5
cb gia nam trong méat phang (ABC).

c) Vi tir dién ABCD cb6 @6 dai méi canh bang 1 nén
|AB| =|AC| =|AD| = 1.

) Luyén tip 1. Cho hinh 1a4p phuong ABCD.AB'C'D’ (H.2.6).
Trong cac vecto AC, AD, AD': .
a) Hai vecto nao c6 gia cung nam trong méat phang (ABCD)?

===

................. C’

b) Hai vecto nao c¢é cung dé dai? A’ D'

) W92, Hinh thanh khai niém hai vecto cung phwong,
cung hwéng/ngwoc hwéng, hai vector bang nhau trong
khéng gian

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (H.2.7).

a) So sanh dé dai ctia hai vecto AB va D'C’.

b) Nhan xét vé gia clia hai vecto AB va D'C".

c) Hai vecto AB va D'C’ c6 cling phwong khéng?
Co6 cung huwédng khéng?

Hinh 2.7

Twong tw nhw trwéng hop clia vecto trong mat phang, ta co cac khai niém sau déi véi vecto
trong khéng gian:

s \

« Hai vecto dwoc goi la cung phwong néu chiing cé gia song song hoac tring nhau.

« Néu hai vecto cung phwong thi ching cung hwéng hodc ngwoc huwéng.
- Hai vecto 8 va b dwoc goi la bang nhau, ki hiéu a = b, néu chuing co cung do dai va
cung huéng.

- o’

A
g Néu hai vecto cung bang mét vecto thir ba thi hai vecto @6 c6 bang nhau khéng?
Chu v. Twong tw nhu vecto trong méat phang, ta cé tinh chat va cac quy wéc sau dbi voi
vecto trong khéng gian:
— Trong khéng gian, véi méi diém O va vecto a cho trwde, cd duy nhat diém M sao cho
OM =3a.
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— Céac vecto c6 diém dau va diém cubi trung nhau, vi du nhw AA, BB,... goi la cac
vecto-khong.

— Ta quy wéc vecto-khdong co 4o dai la 0, cung hwéng (va vi vay cung phwong) véi moi
vecto. Do dd, cac vecto-khdng déu bang nhau va dworc ki hiéu chung la 0.

) Vidu2. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C' (H.2.8). y .

a) Trong ba vecto BC, CC' va B'B, vector nao bang vecto
AA? Giai thich vi sao.

b) Goi M la trung diém cla canh BC. Xac dinh diém M’ sao
cho MM’ = AA".

Al e e e
Giai
a) Hai dwong thdng AA’va BC chéo nhau nén hai vecto AA’ e
va BC khéng cung phrong. Do d6, hai vecto AA’ va BC Hinh 2.8

khéng bang nhau.

T& gidc ACC'A’ 1a hinh binh hanh nén AA’/ CC'va AA'= CC'. Hai vecto AA’ va CC' c6
clung dé dai va cung hwéng nén hai vecto doé bang nhau.

Twong tw, hai vecto AA’ va B'B c6 cung do dai va nguoc huwdng nén hai vecto AA’ va
B'B khong bang nhau.

b) Goi M'l1a trung diém cla canh B'C". Vi tir giac BCC'B’1a hinh binh hanh nén MM’ // BB’
va MM' = BB'. Hinh lang tru ABC.A'B'C'c6 AA'// BB'va AA' = BB’ suy ra MM'// AA' va
MM' = AA" Hai vecto MM’ va AA’ c6 clng d6 dai va cling hwéng nén MM’ = AA’. Vay
trung diém cla canh B'C’ la diém M’ can tim.

» Luyén tip 2. Cho hinh chép S.ABCD ¢é day ABCD la hinh binh hanh.

a) Trong ba vecto SC, AD va DC, vecto nao bang vecto AB?

b) Goi M la mét diém thude canh AD. Xac dinh diém N sao cho MN = AB.

) Vindung1. Mt toa nha cé chiéu cao cua
cac tang la nhw nhau. Mét chiéc thang
may di chuyén tir tang 15 Ién tang 22
clia toa nha, sau d6 di chuyén tir tang
22 |&én tang 29. Cac vecto biéu dién do
dich chuyén cia thang may trong hai
lan di chuyén do6 cé bang nhau khéng?
Giai thich vi sao.




2. TONG VA HIEU CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
a) Téng cua hai vecto trong khdng gian

) HOz. Hinh thanh khai niém téng cua hai vecto trong Bﬁp diém A, B, A, B’ déng
khéng gian phang va tr giac ABB'A’ 13
Trong khéng gian, cho hai vecto a va b khéng cung phwong. hinh binh han.

LAy diédm A va vé cac vecto AB=a, BC =b. Lay diém A’

khac A va vé cac vecto A'B'=a, B'C'=b (H.2.10).

a) Giai thich vi sao AA'=BB'va BB'=CC'.

b) Giai thich vi sao AA'C'C |a hinh binh hanh, tir dé suy ra
AC=ATC.

A
O

#,

f!'
O

Hinh 2.10

( Y
Trong khéng gian, cho hai vecto @ va b. Lay mét diém A
bat ki va cac diém B, C sao cho AB =4, BC = b. Khi dg,
vecto AC duwoc goi la téng clia hai vecto a va b, ki hiéu
lAa+h.

Trong khéng gian, phép lay téng cla hai vecto dwoc goi
) la phép cbng vecto. { Hinh 2 11

Nhan xét. Quy tac ba diém va quy tac hinh binh hanh trong mat phang van ddng trong
khéng gian:

— Néu A, B, C la ba diém bat ki thi AB+BC = AC:
— Néu ABCD la hinh binh hanh thi AB + AD = AC.

) Vi du 3. Cho hinh 1ap phwong ABCD.A'B'C'D’ c6 d6 dai mbi B c
canh bang 1 (H.2.12). Tinh d6 dai clia vecto BC + DD’ . |
Giai . .
T@ giac ABCD l1a hinh vuéng nén BC = AD.
Do 6 BC + DD’ = AD + DD’ = AD', B_, """ -
T(r gidc ADD'A’1a hinh vudng nén AD' =JAD? + DD? =2, * ] D’

suy ra [BC + DD'| = /2. Hinh 2.12



) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hay tinh d6 dai cGa vecto AC + C'D'.

Chu v. Twong tw nhw phép cong vecto trong mat phang, phép cong vecto trong khéng gian

cb céc tinh chat sau:

- Tinh chét giao hoan: Néu a va b |1a hai vecto batkithia+ b =b + a.

- Tinh chét két hop: Néu &, b va ¢ 1a ba vecto bat ki thi (4+b)+c=a+(b+¢).

- Tinh chét cong véi vecto 0: Néu a |a mét vecto batkithia+0=0+a =a.
T tinh chat két hop cia phép céng vecto trong khdng gian, ta co thé viét téng cia ba
vecto &, b vac la a + b + ¢ ma khéng cén sl dung cac dau ngodc. Twong tw dbi voi tbng
cla nhiéu vecto trong khéng gian.

) Vi du 4. Cho t& dién ABCD (H.2.13). Chirng minh réng AC + BD = AD + BC .

Giai A
Theo quy tac ba diém trong khdng gian, ta cé AC = AD + DC.

Tl d6 lan lwot ap dung tinh chat cia phép céng vecto trong

khéng gian, ta duorc:

AC +BD=(AD+DC)+BD=AD+(DC +BD) 3 a2
-AD+(BD+DC)=AD+BC. .
) Luyén tip 4. Cho tr dién ABCD (H.2.13). Chirng minh ring Hinh 2.13
AB+CD=-AD+CB. Ta o6 thé dp g quy
B C tdc hinh binh hanh

) w04, Thiét 1ap quy tac hinh hép

trong khéng gian.

Cho hinh hép ABCD.AB'C'D' (H.2.14).

a) Hai vecto AB+ AD va AC co6 bang
nhau hay khong?

b) Hai vecto AB+ AD + AA'va AC' co A’ D'
bang nhau hay khéng? Hinh 2.14

Két qua sau day dwoc goi la quy tac hinh hép.

[Chn hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Khi 6, taco AB+AD+ AA' = AC". J

N
g Trong Hinh 2.14, hay phat biéu quy tac hinh hép véi cac vecto cd diém dau la B.

) Vi du5. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ (H.2.14). Chirng minh réng BC + DC + AA' = AC.

Giai
Vi t&r giac ABCD la hinh binh hanh nén BC = AD va DC = AB. Ap dung quy tac hinh hop
suyraBC+DC+AA'=AD+AB+AA = AC'.

) Luyén tip 5. Cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D". Chirng minh rang BB’ + CD + AD = BD'.
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b) Hiéu cua hai vecto trong khdng gian

) o5, Nhan biét vecto ddi cua

) Theo Pinh luét Il Newton,
moét vecto trong khéng gian

lwc tac dung va phan luc
la hai lwc cung phwong,
ngwoc hwéng va co db Ion
bang nhau.

Hinh 2.15 mdé ta moét lo hoa
dwoc dat trén ban, trong lwrong
cua lo hoa tao nén moét luc
tac dung lén mat ban va moét
phan lwc tr mat ban |én lo hoa. I [

Coé nhan xét gi vé dd dai va &:hh‘
hwéng cla cac vecto biéu dién

hai lwc d6? Hinh 2.15

Trong khéng gian, vecto ¢ cung dd dai va nguoc huéng véi vecto & duoc goi la vecto dbi
cua vecto a, ki hiéu la —a.

Chay

- Hai vecto la @i nhau néu va chi néu téng cla chung
bang 0. ) )
. N y a -a
- Vecto BA la mét vecto doi cua vecto' AB. / /
- Vecto 0 dworc coi la vecto dbi ctia chinh né.

Twong ty nhw hiéu clia hai vecto trong mat phang, ta cé dinh nghia vé hiéu cla hai vecto
trong khéng gian:

Vecto a +(—b) duoc goi 1a hiéu cla hai vecto a va b va ki hiéulaa —b.

Trong khéng gian, phép lay hiéu cla hai vecto dwoc goi la phép trir vecto.

Nhan xét. Véi ba diém O, A, B bat ki trong khéng gian, ta cé OB - OA = AB.

» Vidu 6. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD l|a hinh binh
hanh. Goi M, N Ian Ilwot la trung diém ctia AB, CD (H.2.16).
Chirng minh rang:

a) AM va CN |a hai vecto dbi nhau:

b) SC - AM - AN = SA.

Hinh 2.16



Giai
a) Tw giac ABCD la hinh binh hanh nén AB = CD va AB // CD, suy ra AM = CN va AM // CN.
Hai vecto AM va CN cé cung dé dai va ngwoc huéng nén ching 1a hai vecto déi nhau.

b) Tl cau a, tacd CN = - AM.

Suyra SC-AM - AN =SC+CN - AN =SN - AN =SN + NA = SA.
) Luyén tip 6. Trong Vi du 6, chirng minh rang:
a) BN va DM |a hai vecto déi nhau:

b) SD - BN —CM = SC.

) Vin dung 2. Thang cudn tai cac trung tdm thwong mai, siéu thi I&n hay nha ga, san bay
thuwdng ¢é hai lan, trong dé c¢é mét 1an 1én va mét 1an xubng. Khi thang cuén chuyén déng,
vecto biéu dién van téc cia méi lan cé |a hai vecto dbi nhau hay khéng? Giéi thich vi sao.

Toc d6 di chuyén caa thang
cudn thuwong tir 0,5 m/s dén
0,75 m/s. Khi sir dung thang
cudn can gilr tay vin, tranh dé
trang phuc vuéng vao thang
va chu y giam sat tré nho
di cung.

3.TiCH CUAMOT SO V&I MOT VECTO TRONG KHONG GIAN

2 W06 Hinh thanh khai niém tich caa mét s6 voi moét vecto trong khéng gian

Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB'C". Goi M, N lan lvot la A ) N C
trung diém cta AB, AC (H.2.17).

a) Hai vecto MN va B'C’ cé cung phwong khéng? Co cung
hwéng khéng?

b) Giai thich vi sao [MN| = %IW | "

Hinh 2.17



Twong tu nhu tich clia mét sé véi mét vecto trong mét phang, ta cé dinh nghia vé tich cla
mot s6 voi mot vecto trong khéng gian:

("' N\
Trong khéng gian, tich ctiia mét sé thuc k = 0 véi mot vecto a = 0 1a mét vecto, ki hiéu 1a ka,
dwoc xac dinh nhw sau:

- Cung hudng voi vecto @ néu k > 0; ngwoc hwdng véi vecto @ néu k < 0;
- C6 d6 dai bang lk|-|al.

Trong khong gian, phép lay tich ctia mét s6 voi mét vecto dwoc goi la phép nhan moét sé

ve&i mét vecto.
L v

&
B Hai vecto' 1a va a c¢6 bang nhau khéng? Hai vecto' (—1)a va —a cé bang nhau khéng?
Chuy
- Quy wéc 0a=0va k0=0.
- Néu ka =0 thi k=0hoadc & =0.
- Trong khéng gian, diéu kién can va dd dé hai vecto a@ va b (b = 0) cung phwong la ¢ mét

sé thuc k sao cho & = kb.

) Vidu7. Trong HDB, goi O |a giao diém clia AB'va A'B (H.2.18).

Chirng minh rang CC’ = (—2)OM.

Giai

T dé bai suy ra O la trung diém cta AB’, do d6 OM la
dwong trung binh cua tam giac ABB. Suy ra BB // OM va
B'B=20M. Tt giac BCC'B’la hinh binh hanh nén BB // C'C
vaBB=C'C. Dodo C'C// OMva C'C = 20M. Vi hai vecto Hinh 2.18
CC’ va OM nguoc hwéng nén CC’ = (-2)OM.

) Luyén tip 7. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD |4 hinh binh hanh. Goi E, F |an lwot 1a cac

didm thudc cac canh SA, SB sao cho SE = %SA; SF - %SB, Chirng minh ring EF = %D_c,

Cha y. Twong tw nhu phép nhan mét sé véi mét vecto trong méat phang, phép nhan mét sé
véi mét vecto trong khdng gian co cac tinh chéat sau:

— Tinh chat két hop: Néu h, k 1a hai sé thuc va a |a mot vecto bat ki thi h(ka) = (hk)a.
— Tinh chét phan phéi: Néu h, k 1a hai sé thuc va a, b |1a hai vecto bat ki thi (h + k) a = ha + ka
va k(a+b)=ka+kb.

— Tinh chat nhan véi 1 va —1: Néu a la mét vecto bat ki thi 18 =a va (-1)a=-a.



» Vidu 8. Cho tr dién ABCD. Goi G la trong tdm cla tam giac A
BCD (H.2.19). Chirng minh rang AB+ AC + AD = 3AG.

Giai

Vi G la trong tam cla tam giac BCD nén GB +GC + GD =0.

Dodotacé: AB+ AC+AD=AG+GB+AG+GC+AG+GD . o
~3AG +(GB+GC +GD) = 3AG + 0 = 3AG.

Cha v. Tuong tw nhw trong méat phang, néu G la trong tam ¢

clia tam giac ABC thi v&i diém O tuy y, ta cé Hinh 2.19

OA+0OB+0C =306G.

) Luyén tip 8. Trong Vi du 8, goi / |a diém thudc doan thang AG Didm / trong Luyén tap 8

sao cho Al = 3IG (H.2.19). Chirng minh rang dwoc goi 1a trong tdm cia
. e e e tr dién ABCD.
IA+IB+IC +1D=0.

) Vin dung 3. Khi chuyén dong trong khéng gian, may bay ludn chiu tac déng ctia bén Iwe chinh:
lwe day cua ddng co, lwe can cua khéng khi, trong lwc va lwe nang khi ddng hoc (H.2.20).
Lwc can cta khéng khi nguwoe hwdng véi luve day cla déng co va co dé 16n ti 1é thuan voi
binh phwong van téc may bay. Mot chiéc may
bay tdng van toc tr 900 km/h 1én 920 km/h,
trong qua trinh tang téc may bay gilr nguyén

hwéng bay. Lwc can caa khdéng khi khi may
bay dat van toc 900 km/h va 920 km/h |an lwot
dwoc biéu dién béi hai vecto F, va F,. Hay
gidi thich vi sao F, = kF, v6i k 1a mét sé thuc

dwong nao do. Tinh gia tri cua k (lam tron -
két qué dén chir s6 thap phan thi hai). Hinh 2.20

4.TICHVO HUONG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
a) Goc giira hai vecto trong khong gian
» W97, Hinh thanh khai niém goc gitra hai vecto trong khdng gian

Trong khéng gian, cho hai vecto &, b khac 0. LAy diém O va vé cac vecto OA=3a, OB=b.
L4y diém O'khac O va vé cac vecto O'A’ = a, O'B' = b (H.2.21).

a) Giai thich vi sao AB=AB'.
b) Ap dung dinh li césin cho hai tam giac OAB va O'A'B’ dé giai thich vi sao AOB = A'O'B..



e
.

DF

QU

A

Ap dung dinh Ii cdsin cho
(0] tam giac OAB, ta co:
o 2 2 _ aAp?
cos AOB - OA° +0OB* - AB |
20A-0B
B
AF
Bl'

Hinh 2.21

r 2
Trong khdng gian, cho hai vecto &, b khac 0. Lay mét diém O bét ki va goi A, B la hai
diém sao cho OA = &, OB = b. Khi d6, goc AOB (0° < AOB < 180°) dwoc goi la goc giira hai

vecto' & va b, ki hiéu la (4, b).

a
Néu goc gitra hai vecto a va
b 1a 90° thi ta néi hai vecto
a va b vudng goc véi nhau
vakihiéulaa L b.
A
Dl’
Jl". 'l' B AT
% .-: ‘-

Hinh 2.22

Cha y
— Dé xac dinh géc gilra hai vecto AB va CD trong khong
gian ta co6 thé |4y diém E sao cho AE =CD, khi d6
(AB, CD) = BAE (H.2.23). A o

—~ Quy wéc goc gilra mot vecto bat ki va 0 cé thé nhan mot

E
gia tri tuy ¥ tir 0° Gén 180°. c \
KT

g Xac dinh goc gilra hai vecto cung huéng (va khac 0),
géc gilra hai vecto nguwoc hwédng trong khéng gian.

Hinh 2.23



) Vi du 9. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D’ (H.2.24). @ — /
Tinh gbc gilra cac cap vecto sau: :
a) AD va B'C': b) AC va AD . B ___ /c
Giai A s
a) Hai vecto AD va B'C’ cuing huéng nén (AD, BC') = 0. Hinh 2.24
| C
b) Vi t&r giac ADD'A’ 1a hinh vuéng nén AD=AD’. Do d6 A <7
(AC, AD')=(AC, AD) = CAD. Tam giac ADC vuéng can 4
tai D nén CAD = 45°, vi vay (AC, AD') = 45°,
: o |
) Luyén tdp 9. Cho hinh lang tru tam giac deu ABC.A'B'C’ Pl BT )
(H.2.25). Tinh céc goc (AA, BC)va (AB, A'C). /
Hinh 2.25
b) Tich vd hwéng cua hai vecto trong khong gian
) #08. Nhan biét khai niém tich v6 hwéng cua hai vecto trong khong gian
Hay nhac lai cong thirc xac dinh tich vé hwdng clia hai vecto trong mat phang.
' N

Trong khdng gian, cho hai vecto a, b déu khac 0. Tich v huwéng cla hai vecto a va b 1a
mot s6, ki hiéu la 3- b, dwoc xac dinh bdi cdng thirc:
a-b =lal-|pl-cos(a, b).

L r

Cha y

- Quywécnéua=0hoach=0thia -b=0.

— Cho hai vecto a, b déu khac 0. Khi dé: a L b<>a-b=0.
— V&1 moi vecto a, ta c6 a° =lal”.

a-b
lal-|b|

— Néu a, b 1a hai vecto khac 0 thi cos(a, b) =

) Vi du 10. Cho hinh chép tir giac déu S.ABCD c6 dd dai tat ca
cac canh bang a (H.2.26). Tinh cac tich vé hwdng sau:

a) Fsﬁ b) AS.AC. Hinh 2.26

Giai

a) Tam giac SAD c6 ba canh bang nhau nén la tam giac déu, suy ra SAD = 60°. T(r giac
ABCD la hinh vuéng nén AD =BC, suy ra (AS, BC)=(AS, AD)=SAD =60°. Do do

1 a°

AS-BC:iASI-|BCI-cnsBO°=a-aE:?




b) T gidc ABCD la hinh vudng cé dd dai mdi canh Ia a nén dé dai dwong chéo AC 1a +/2a.
Tam giac SAC cé SA = SC = a va AC =+2a nén tam giac SAC vudng can tai S, suy ra

SAC = 45°. Do d6 AS-AC =|AS|-|AC|. cosSAC =a+s/§a-€ e

) Luyén tip 10. Trong Vi du 10, hay tinh cac tich vé hwéng AS -BD va AS-CD.

Nhan xét. Tich vé hwéng cla hai vecto trong khéng gian cling c6 cac tinh chéat giébng nhu

cac tinh chét cua tich v6 hwdng cia hai vecto trong mat phang. Cu thé, néu &, b, ¢ 1a cac
vecto trong khéng gian va k la mét sé thuwc thi ta co:

« a-b=b-g
+ k(a-b)=(ka)-b=a-(kb);
« a-(b+c)=a-b+a.c.
» Vidu 11. Cho ttr dién ABCD co6 AC va BD cung vudng goc A

v&i AB. Goi M, N 1an lwot 1a trung diém cda hai canh AB, CD
(H.2.27). Chirng minh rang:

——

a) Wz%( C+BD);
b) MN - AB =0.

Giai N

a) Taco: MN = MA + AC + CN va MN = MB + BD + DN, C
Hinh 2.27

Do §6 2MN =(MA + MB) + (AC + BD) +(CN + DN).
Vi M, N Ian lwot |a trung diém ctia AB, CD nén MA + MB=CN + DN =0.

Suy ra 2MN = AC + BD , hay MN =%(E+B_D').

b) T gia thiét, taco AC-AB=BD-AB =0.

Vi vay, W-A_'Bzé(,qc+BD)AB=%AC-AB+%B_D’-A_B’=o.

) Luyén tip 11. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D’. Chirng minh rang A'C -B'D’ = 0.

) Vin dung 4. Nhw da biét, néu co6 mét lwc F tac dong vao moét vat tai diém M va lam cho vat
d6 di chuyén mét quang dudng MN thi cdng A sinh ra duoc tinh theo céng thirc A =F - MN,
trong doé lwc F co do Ion tinh bang Newton, quang dwong MN tinh bang mét va cong A
tinh bang Jun (H.2.28). Do dd, néu dung mét luc F co dd
I6n khong dbéi dé lam mét vat di chuyén mét quang dwong
khéng dbi thi cong sinh ra sé& Ién nhét khi lwc tac ddng cung
hwéng véi chuyén ddng clia vat. Hay gidi thich vi sao.

mj

Két qua trén cé thé dwoc ap dung nhu thé nao khi kéo (hoac Iy N
day) cac vat nang? Hinh 2.28

57



BAITAP

2.1. Trong khéng gian, cho ba vecto a, b, ¢ phan biét va déu khac 0. Nhirng ménh dé nao
sau day la dung?
a) Néu a va b déu cling huéng véi ¢ thi a va b cung huéng.
b) Néu @ va b déu nguoc hwéng véi ¢ thi @ va b cling hwéng.
c) Néu a va b déu cung huéng voi ¢ thi a va b nguoc huwéng.
d) Néu a va b déu nguoc huwéng véi ¢ thi @ va b nguoc huéng.

2.2. Cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D'c6 AB =2, AD = 3 va AA'= 4. Tinh dd dai cua
cac vecto BB', BD va BD'.

2.3. M6t chiéc ban can dbi hinh chir nhat dwoc dat trén mat
san nam ngang, mat ban song song v&i mat san va bdn
chan ban vudéng goc voi mat san nhw Hinh 2.29. Trong luc
tac dung Ién ban (biéu thi bdi vecto @) phan tan déu qua
bén chan ban va gay nén cac phan lyc tir mat san 1én cac
chan ban (biéu thi béi cac vecto b, ¢, d, €).

a) Hay chi ra mbi quan hé vé phwong va hwéng clia cac

vecto 4, b, ¢, d vae. ey
b) Giai thich vi sao cac vecto b, ¢, d, & ddi mét bang nhau.
2.4. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Chirng minh rang:
a) AB+DD' +C'D' =CC": b) AB+CD'-CC’ =0; c) BC-CC'+DC =A'C.

2.5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'c6 AA' = &, AB = b va AC = ¢. Hay biéu dién cac
vecto sau qua cac vecto 3, b, ¢

a) AB": b) B'C: c) BC'.
2.6. Cho hinh chop tir giac S.ABCD. Chirng minh rang tr giac ABCD la hinh binh hanh néu
va chinéu SA+SC =SB+ SD.

2.7. Cho hinh chép S.ABC. Trén canh SA, lay diém M sao cho SM = 2AM. Trén canh BC, lay

diém N sao cho CN = 2BN. Chirng minh rang MN = %(SA +BC)+AB.

2.8. Trong Luyén tap 8, ta da biét trong tam cla t&r dién ABCD 0
la mét diém / thod man Al =3IG, & d6 G la trong tam cla
tam giac BCD. Ap dung tinh chét trén dé tinh khoang cach &
tlr trong tam clia mét khéi rubik (@dng chét) hinh t& dién déu
dén mo6t mat cla nd, biét rang chiéu cao cla khéi rubik 1a
\j

8 cm (H.2.30).

Hinh 2.30



2.9. Ba soi day khéng gidn voéi khéi lwong khéng dang ké
duoc budc chung mét dau va duoc kéo cang vé ba huwdng
khac nhau (H.2.31). Néu cac luc kéo lam cho ba soi day
& trang thai dirng yén thi khi dé ba soi day nam trén cung
mét mat phang. Hay gidi thich vi sao.

Hinh 2.31
2.10. Cho hinh lang tru tir giac déu ABCD.A'B'C'D’ c6 dd dai mdi canh day bang 1 va dé dai
méi canh bén bang 2. Hay tinh gdc gilra cac cap vecto sau day va tinh tich vé hwéng cua

méi cap vecto do:
a) AA'vaC'C; b) AA’ va BC; c) AC va BA'.

2.11. Trong khdng gian, cho hai vecto @ va b cung cé do dai bang 1. Biét rang goc gilra hai
vecto do la 45° hay tinh:
a)a-b; b) (& +36)-(a—2b); o) (a+b).
2.12. Cho t&r dién ABCD. Chirng minh rang:
a) AB-CD=AC-CD+BC-DC;
by AB-CD+AC-DB+ AD-BC =0.

o Em cb biét? e

Viéc phan tich (hay biéu dién) mét vecto trong khéng gian qua cac vecto cho truéc ¢é
thé giup giai thich mét sé hién twong trong cude séng. Vi du, khi di bd, chan tao mét lwc
tac dong F 1én mat dat. Theo Dinh luat 11l Newton, tir mat dat co mét phan Iyc tac dong
nguoc tré lai ban chan la F” = —F. Lyc F’ cé thé dwoc phan tich thanh F' = F/ + F}, & 66
F. cb gia song song véi mat dat va £, cé gia vudng goc véi mat dat (H.2.32). Vi vay,
chi ¢6 lyc F! tao nén chuyén d@dng tién vé phia trude clia ngudi di bd. Co thé nhan thay
rang néu do 1&n cua lwc F |1a khéng ddi (va khi dé do 16n cla lwc F’ 1a khong dbi) thi
do 16n clia lyc F, cang 1én néu gia cla lyc F cang “gan” vi tri song song véi mét dat,
tire 1a goc gitra gia clia lwc F va méat dat cang nho.

Nhan xét trén li gidi vi sao trong cac cudc thi dién kinh, khi chuan bi xuat phat, cac

van déng vién thudng dung ban dap (néu dwoc cho phép) dé cang chan phat luc tao
vé&i mat dat géc nho nhét, tir do tao dwoc tbe dé xuét phat Ion nhéat (H.2.33).

Hinh 2.32 Hinh 2.33




HE TRUC TOA PO

TRONG KHONG GIAN

THUAT NGUY | KIEN THU'C, KiNANG
* Hé tryc toa do trong khéng gian i + Nhan biét toa d6 cua diém, cia vecto d6i v&i hé truc

» Toa do clia diém trong khéng gian :  to@ do. 1
- Toa do clia vecto trong khéng gian : * Vandung toadg cua vecto ge giai mot s0 baitoan cé
¢ lién quan dén thye tién.

Trong Hinh 2.34, mét chiéc bong dén dwoc treo cach san
nha la 2 m, cach hai birc twdng lan lvot la 1 m va 1,5 m.
Kién thirc toan hoc ndo giip méd ta chinh xac va ngan gon
vi tri clia chiéc béng dén trong khéng gian?

Hinh 2.34
1. HE TRUC TOA PO TRONG KHONG GIAN

) 191, Hinh thanh khai niém hé truc toa dé trong khéng gian

Trong khéng gian, xét ba truc Ox, Oy, Oz cé chung géc O va
ddi mét vudng goc voi nhau. Goi i, j, k 1a cac vecto don vi
trén cac truc do (H.2.35).

a) Goi tén cac mat phang toa d6 cé trong Hinh 2.35.

b) Cac mat phang toa dd trong Hinh 2.35 c6 @i mét
vudng goéc voi nhau khéng?

Hinh 2.35

™,

P
Trong khéng gian, ba truc Ox, Oy, Oz ddi mét vudng géc véi nhau tai géc O ciia mdi truc.
Goi i, j, k 1an Iwot 1a cac vecto don vi trén cac truc Ox, Oy, Oz.

» Hé ba truc nhw vay dwoc goi la hé truc toa dé Descartes vudng goc Oxyz, hay don gian
la hé toa 6 Oxyz.

« Piém O dwoc goi la gbc toa do.

 Céac mat phang (Oxy), (Oyz), (Ozx) dbi mét vudbng géc véi nhau dwoc goi la cac mat
phéng toa dé.

! Khéng gian v&i hé toa dé Oxyz con duoc goi la khéng gian Oxyz.




KY )
g Géc can phong trong Hinh 2.34 ¢6 goi Ién hinh anh vé hé toa dé Oxyz trong khéng gian
hay khong? Néu cé, hay mé ta gbc toa dd va cac mat phang toa do trong hinh anh do.

) Vi du 1. Cho hinh lap phvong ABCD.A'B'C'D' cé d6 dai méi

canh bang 1 (H.2.36). Cé thé 1ap mét hé toa dd Oxyz cé gbc B C
O trung vé&i dinh B’ va cac vecto' i, j, k lan lwot 1a cac vecto ,

B'A', B'C', B'B khong? Gidi thich vi sao. A | D

Giai |

Hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D' c6 cac canh B'A’, B'C' va 5__1,'_ _____ N .
B'B d@6i mét vudng goc véi nhau. e il :

Vi hinh 18p phwong c6 d6 dai méi canh bang 1 nén cac Hinh 2.36

vecto BA', B'C', BB cung c6 diém dau la B’ va déu c6 dod

dai bang 1.

TW cac didu trén, suy ra co thé 1ap mot hé toa d6 Oxyz cé gbc O trung véi dinh B’ va cac
vecto' i, j, k |1an lwot 1a cac vecto BA', BC', BB.

) Luyén tip 1. Cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D'. Cé thé lap mét hé toa dd Oxyz cd gbc
O trung véi dinh C va cac vecto' i, j, k |an lwot cung hwéng véi cac vector CB, CD, CC’
khéng? Giai thich vi sao.

2.TOA B0 CUA PIEM, TOA DO CUA VECTO TRONG KHONG GIAN

) 102, Hinh thanh khai niém toa dé cua diém trong khéng gian lz
C

Trong khéng gian Oxyz, cho mét diém M khéng thudc cac méat
phang toa d6. V& hinh hép chir nhat OADB.CFME c6 ba dinh F

A, B, C lan luot thudc cac tia Ox, Qy, Oz (H.2.37). k‘!‘ ,J”; B
o LT ONENN I L
a) Hai vecto OM va OA + OB + OC c6 bang nhau hay khéng? A s T y
b) Giai thich vi sao c6 thé viét OM = xi + yj + zk voi x, y, zla 2
cac sb thuc. Hinh 2.37

Nguwoi ta chirng minh dwoc rang véi diém M tuy v, bd ba sé
(x; ¥, z) trong HD2 |a duy nhat. Ngwoc lai, néu OM = xi + yj + zk
thi diém M xac dinh duy nhét.

Tmng khnng glan Oxyz, cho mét diém M tu;.ir y. B6 ba sb (x; y; z) duy nhat sao cho
OM = xi + _w +zk dwoc goi la toa d6 clia diém M dbi voi hé toa @6 Oxyz. Khi do, ta viét
M = (x; y, z) hoac M(x; y, z), trong dé x la hoanh do, y la tung dd va z la cao d6 cua M.

g Hay tim toa d6 cua géc O.
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» Vi du 2. Hinh 2.38 minh hoa mét hé toa d6 Oxyz trong
khéng gian cung véi cac hinh vuéng cé canh bang 1 don vi.
Tim toa dé cla diém M.

Giai
Trong Hinh 2.38, ABCM.FODE la hinh hdp chir nhat.
Ap dung quy tac hinh hdp suy ra

OM =OF +OD + OB = 3i +4j +3k. 5
Vi vay, toa do cla diém M la (3; 4; 3). PIHNA &5t
)z
) Luyén tip 2. Tim toa d6 cta diém N trong Hinh 2.39.
) Vi du 2. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép chit nhat A1 | _
ABCD.A'B'C'D'cod dinh A'trung véi goc Ovacacdinh D', B’ A i« N
lan lvot thude cac tia Ox, Oy, Oz (H.2.40). Gia st dinh C cé pa%rim 1
toa d6 1a (2: 3; 5) di véi hé toa dd Oxyz, hay tim toa dé cla -1 o1 Fi _
cac dinh D', B', A ddi voi hé toa dd do. 4 Y
Giéi /_ L
Vi dinh D'thuéc tia Ox nén hai vecto OD’ va i cling phuwong, Hinh 2.39
suy ra ¢o6 sb thwe m sao cho OD' = mi. Twong tw, ¢é cac Iz
sb thwe n, p sao cho OB =nj va OA = pk. Theo quy tac A B
hinh hép, suy ra OC = 0D’ + OB' + OA =mi +nj + pk, do d6 D/ E/
diém C cé toa dd la (m; n: p). 2 & '
Mat khac, dinh Ccotoaddla(2; 3; 5 nénm=2, n=3, p=5, ;fh,:é """ ﬁ;
trc 1a OD' =2/, OB’ =3 va OA =5k. D Lo
Tw day suy ra D'(2: 0;: 0), B(0; 3;: 0) va A(O; 0: 5). X
 day suy (2,0, 0), B0; 3;0) (0; 0; 3) i &0

) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hay xac dinh toa d6 cla cac diém B, Dva C'
Nhan xét. Néu diém M co toa do (x; y; z) ddi voi hé toa dd Oxyz thi:
— Hinh chiéu vudng géc cla M trén cac truc Ox, Oy va Oz cé toa dd lan Iwot 1a (x; 0; 0),
(0; y; 0) va (0; 0; z).
— Hinh chiéu vuéng géc clia M trén cac mat phang (Oxy), (Oyz) va (Ozx) cé toa d6 lan lvot
la (x; v; 0), (0; y; 2) va (x; O; 2).
) Vin dung 1. Trong tinh hubng mé dau, hay chon mét hé toa dé phu hop va xac dinh toa dé
ctia chiéc bong den dbi voi hé toa dé do. X
Z
» woz. Hinh thanh khai niém toa do cua vecto trong

a
khéng gian |z /

. . L M
Trong khong gian Oxyz, cho vecto a tu H.2.41).
ong Kneng gian Oz, eho vecto @ty y (11247 ol |
Lay diem M sao cho OM = a va giai thich vi sao co bo g y
ba sb (x; y; z) sao cho a=xi + yj + zk. . f
Hinh 2.41
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Nguwéi ta chirng minh duoc rang bd ba sé (x; y; z) trong HD3 1a duy nhét.

r N

Trong khéng gian Oxyz, cho vecto a tuy y. Bo ba sb (x: y; z) duy nhat sao cho
a=xi +yj + zk dwoc goi la toa dé clia vecto a di véi hé toa dd Oxyz. Khi d6, ta viét
a=(xy;z)hoaca(x;y;z).

Nhén xét
— Toa d6 cua vecto a cling |a toa d6 clia diém M sao cho OM = a.
— Trong khéng gian, cho hai vecto @ =(x; y;z) va b=(x’ y’Z). Khi @6, a=b néu va
"x =X
chinéuly =y
lz =Z.
) Vi du 4. Trong khéng gian Oxyz, hay tim toa do clia cac vecto 7, j va k.
Giai
Vii=1i+0-j+0-knénij =(1;0;0).
Vij=0-i+1-j+0-k nén j = (0; 1; 0).
Vik=0-i +0-j+1-k nén k = (0; 0; 1).
) Luyén tip 4. Trong khéng gian Oxyz, hay xac dinh toa dé cla vecto / + 2j + 5k.

) 104, Thiét lap toa dd cua vecto theo toa do hai dau mut

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém M(x; v; z) va N(x" y" Z').

a) Hay biéu dién hai vecto OM va ON qua cac vecto /i, j va k.

b) Xac dinh toa d6 clia vecto MN.

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém M(x,. v, Z,) va N(x, v, z,). Khi G0:

MN = (X — X3 Yo = Yari 2y — Zs)-

9 Vidu5. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh lang tru tam B(3; 2; 5)

giac ABC.AB'C' ¢6 A(1: 0; 2), B(3: 2: 5), C(7: -3: 9) A(1;0;2) /f"\cc?; _3; 9)
va A5 0; 1) nhu Hinh 2.42.

a) Tim toa d6 clia AA’. B’

b) Tim toa dé clia cac diém B’, C". el “Sag
. A'(5;0;1) C

Giai Hinh 2.42

a) Taco: AA =(Xy —Xa} Yo —Yas Zo — 2,) = (4, 0; = 1).

b) Goi toa d6 cua diém B’ 1a (x; y; z) thi BB =(x-3;,y-2,z-5). Vi ABC.AB'C’' la hinh
lang tru nén ABB'A’1a hinh binh hanh, suy ra AA’ = BB'.



x-3=4

Dodo<y-2=0hayx=7,y=2va z=4.Vay B(7, 2, 4).

zZ-5=-1

Lap luan twong tw suy ra C'(11; -3; 8).

) Luyén tip 5. Trong Vi du 5, xac dinh toa d6 cla céc diém D va D’ sao cho ABCD.AB'C'D’ 1a

hinh hép.

) Vin dung 2. Dé theo dbi hanh trinh ciia mét chiéc
may bay, ta c6 thé 1ap hé toa d6 Oxyz cé géc O
trung v&i vi tri cha trung tadm kiém soat khéng
lwu, méat phang (Oxy) trung véi mat dat (duwoc
coi la phang) véi truc Ox hudng vé phia tay,
truc Oy hwéng vé phia nam va truc Oz huéng
thang d(rng I&n troi (H.2.43). Sau khi cat canh
va dat dd cao nhat dinh, chiéc may bay duy tri
hwéng bay vé phia nam véi téc dd khéng déi
la 890 km/h trong nira gio. Xac dinh toa do cua
vecto’ biéu dién dd dich chuyén cua chiéc may
bay trong ntra gid dé déi voi hé toa dé da chon,
biét rang don vi do trong khéng gian Oxyz duoc
|4y theo kildmét.

BAITAP

Hinh 2.43

2.13. Trong khdong gian Oxyz, cho ba vecto a, b, ¢ déu khac 0 va co6 gia ddi mét

vudng goc. Nhirng ménh dé nao sau day la dung?

a) Co thé 1ap mét hé toa dd Oxyz cb cac truc toa d6 lan lwot song song voi gia clia cac

vecto a, b, c.

b) C6 thé 1ap mét hé toa d6 Oxyz co cac truc toa dd lan lwot trung véi gia clia cac vecto

a,b,c.

c) Coé thé lap moét hé toa d6 Oxyz co cac vecto i, j, k

Ian Iwot bang céac vecto &, b, ¢.

d) C6 thé 1ap mot hé toa dd6 Oxyz cb céac vecto i, j, k
14N Iwot cung phwong véi cac vecto &, b, G.

2.14. Hay mo ta hé toa d6 Oxyz trong can phong & Hinh 2.44
sao cho gbc O trung vé&i géc trén clia can phong, khung
tranh ndm trong mat phang (Oxy) va mat tran nha trung

v&i mat phang (Oxz).

Hinh 2.44



2.15. Trong khéng gian Oxyz, xac dinh toa d6 cua vecto AB trong méi trwong hop sau:
a) A(O; O; 0) va B(4; 2; -5);
b) A(1; -3; 7) va B(1;, -3; 7);
c) A(5; 4; 9) va B(-5;7; 2).

2.16. Trong khéng gian Oxyz, xac dinh toa dd cta diém A trong méi trwéng hop sau:

a) A trung voéi gbc toa dé;

b) A nam trén tia Ox va OA = 2; H,TZ &

c) A nam trén tia d6i clia tia Oy va OA = 3. n/ ,
2.17. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép chir nhéat Ei s g

ABCD.A'B'C'D' cd f.:Iﬁnh A trung véi gbc O va cac dinh ; 1‘;{; ------- y B?

D, B, A'co toa @b lan lwot la (2; O; 0), (O; 4; 0), (0; O; 3) D Je g

(H.2.45). Xac dinh toa d6 cua cac dinh con lai ctia hinh  x

hop chir nhat. Hinh 2.45

2.18. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép OABC.O'AB'C' c6 A(1: 1: -1), B(O: 3: 0),
C(2; -3, 6).
a) Xac dinh toa do6 cla diém C.
b) Xac dinh toa do cac dinh con lai ctia hinh hop.

2.19. Trong Van dung 2, hay gidi thich vi sao tai mdi théi diém chiéc may bay di chuyén trén
duwdng bang thi toa @6 ctia né ludn cé dang (x; y; 0) véi x, y 1a hai sé thuc nao dé.

—® Em cé biét? e N
Tén goi “toa dd Descartes” dwoc lay theo tén clia nha
toan hoc ngudi Phap, René Descartes, nham ghi nhé
nhirng dong goép cua o6ng trong Hinh hoc Giai tich.
Nhw da biét, toa dd Descartes xac dinh duy nhét vi tri cla
mét diém trong khéng gian.

Bén canh toa dd Descartes, toa d6 cau voi vai tro twong tw
cling thwong dwoc sty dung va dwoc dinh nghia nhw sau:

Véi mbi diém M trong khéng gian Oxyz, goi M’ 1a hinh
chiéu vudng goc clia M trén méat phang (Oxy). Goi r la
khodng céach tir O dén M, goi 0 (0 <6 <2nr) la s6 do cla
goéc lwong giac (trong mat phang (Oxy)) cé tia dau la Ox,
tia cudi 1a OM'va goi ¢ (0<d<n) la sé do cia goc tao Rend Doscerios

bdi hai tia OM va Oz (H.2.46). B6 ba (r; 0; ¢) dwoc goi (7596~ 7650), nha triet hoc,
la toa dé cau cua diém M, trong d6 rla bén kinh, 6 1a géc o e Qg Fhep
phuong vi hay goéc kinh dé va ¢ 1a géc cuc cua M.




Toa d6 cau (r: @;q)) va toa dd Descartes (x; y; z) cua M lién hé v&i nhau qua cac
céng thure:

( 2 2, -2
r=+X+y“+2z
J Y Jx = rcos0sind
Y N
{tanO-; va ly_rsm{—}smd)
. Z = r cosy.
cosd =
\/:n:*2+y2+z*2
IlZ
..M :

\

Hinh 2.46
Trong mét sb trvdng hop, nguoi ta thay géc cuc ¢ bdi géc ndng (hay géc vi dd)

¢= g_d) [—gi ql*’-_ig]. Khi do6 toa d6 cau (r; 8; ¢) va toa d6 Descartes (x; y; z) clng

dwoc lién hé v&i nhau béi cac cong thire twong tw nhw trén.

Toa @6 cau thuan tién cho viéc tinh toan trén mat cau va trén moét sé déi twong ¢ tinh
déi xirng, do d@6, dwoc sir dung phd bién trong toan hoc, vat li, dia li va thién van.
Co quan Hang khéng va Vi tru Hoa Ky — NASA (National Aeronautics and Space
Administration) sir dung toa dd dia hinh (Topodetic coordinates), mét dang twong tw
cla toa dé cau, trong viéc xac dinh vi tri cGa vat thé trong khéng gian.

~\
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BIEU THUC TOA PO

CUA CAC PHEP TOAN VECTO

KIEN THU'C, KINANG

« Nhan biét biéu thirc toa do clia cac phép toan vecto trong khéng gian, thé hién cac phép toan
vecto theo toa d6, xac dinh do dai cia mét vecto khi biét toa do hai dau mat.

« Van dung biéu thirc toa dd clia cac phép toan vecto dé giai mot s bai toan co lién quan dén
thure tién.

Nhirng can nha gé trong Hinh 2.47a duwoc phac thdo dwdi dang mét hinh lang tru ding
tam giac OAB.O’A'B' nhw trong Hinh 2.47b. V&i hé truc toa dd Oxyz thé hién nhw Hinh
2.47b (don vi do lay theo centimét), hai diém A’ va B’ co toa dd lan lwot 1a (240; 450; 0) va
(120; 450; 300). T nhitng théng tin trén, cé thé tinh dworc kich thwéc mdi chiéu clia nhirng
can nha gb hay khéng?

Hinh 2.47

1. BIEU THU'C TOA DO CUA PHEP CONG HAI VECTO,
PHEP TRU HAI VECTO, PHEP NHAN MOT SO VOIMQT VECTO

2 101, Hinh tl'lémh biéu thirc toa dd cua phép céng hai vecto, phép trir hai vecto, phép
nhan mét s6 v&i moét vecto trong khéng gian
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a =(1, 0; 5) va b o 9).
a) Biéu dién hai vecto & va b qua céc vecto don vi i, j, k.
b) Biéu dién hai vecto @+ b va 2a qua cac vecto donvii, j, k, tir 46 xac dinh toa do cla hai
vecto do.

i A
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto & = (x; y; z) va b =(x,y, 7). Tacé:
» da+b=(x+x,y+y,z+2)
» d-b=(x-x,y-y,z-2);
» ka=(kx; ky; kz) voi k la mét so thuc.

‘.

RY

g Néu toa dd clia vecto a la (x; y; z) thi toa dd cla vecto dbi ctia a la gi?



Nhan xét. Vecto @ =(x; y; z) cung phwong véi vecto b =(x’; y'; ') # 0 khi va chi khi ton tai
X = kx'

s thuwe k sao cho { y = ky'
2=

) Vidu 1. Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a=(2;1,5) va b= (2;2,1). Tim toa do cla
moi vecto sau:

a)a-b; b) 33+ 2b.
Giai
a) Via=(215)va 5:(2; 2, 1) nén 3—6:(2—2;1—2; 5-1)=(0;-14).
b) Tac63a=(3:2,3-13.5)=(6;3;15)va2b=(2:22.2,2-1)=(4 4 2).
Do d6 33 +2b =(6+4;3+4;15+2)=(10; 7; 17).
) Luyén tip 1. Trong khdng gian Oxyz, cho bavecto v =(1,8;6), v =(-13; -2)vaw =(0; 5; 4).
Tim toa d6 cua vecto u - 2v +w.

) 1#o2. Thiét 1ap toa do trung diém doan thing, toa dé trong tam tam giac

Trong khong gian Oxyz, cho tam giac ABC ¢6 A(x,; v,; Z,),

Ta da biét
B(x_:y.z)vaC(x.y-.z). o |
el Yor %) VA c’yc i ] O - ~(OA + OB);
a) Goi M la trung diém cua doan thang AB. Tim toa db cua f |
M theo toa dd ctia A va B. _G'=§(OA+OB+OCJ.

b) Goi G la trong tam cua tam giac ABC. Tim toa doé cua G
theo toa dd ctia A, Bva C.

\

'f - -
Trong khong gian Oxyz, cho ba diem khong thang hang A(x,; y,. z,), B(x, ¥.. z;) va
C(Xa Yo Z0). Khi do:

— Toa d6 trung diém clia doan thang AB 1& ["A T Ja e ”5);

2 2 2

. .. y (X, + X, + X t VbV 2, + 2.+ 2
— Toa d6 trong tam cuatamglacABCIa[ 437 %, Yat Vet Ve, 24t 2 C].

3 3 3
% J

) Vi du 2. Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(1; 2; 3), B(3; 2; 1) va C(2; —1; 5). Tim toa do
trung diém M cua doan thang AB va toa dé trong tam G cla tam giac ABC.
Giai

.z . 2 . . A (1 2+2 1
Vi M la trung diém cua doan thang AB nén toa dé cua demMIa[ ;3; ; ;3; ],suy ra

M(2; 2: 2).

. . . . B e (1+3+2 2+2+(-1) 3+1+5
ViGlétrgngtémcuatamglacABCnentoadocuamémGla[ ore. ( ] caf!a }

3 3 3
suy ra G(2; 1; 3).



) Luyén tip 2. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(2; 9; 1), B(9; 4; 5) va G(3; 0; 4). Tim
toa dé diém C sao cho tam giac ABC nhan G la trong tam.

2.BIEU THU'C TOA PO CUATICH VO HUONG

) 1oz, Thiét 1ap biéu thirc toa dé cua tich vé hwéng trong khéng gian
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a =(x; y; z) va b =(x5 ¥, 2).
a) Gidithichvisaoi i =1vai-j=i -k=0.
b) S dung biéu dién a = xi + yj + zk @é tinh cac tichvé huwénga-i, a-j vaa-k.

c) Str dung biéu dién b = xi + yj + '’k dé tinh tich vé hwéng a- b.

4 B

e

Trong khéng gian Oxyz, tich vé huwéng cla hai vecto a =(x; y; z) va b =(x"; y’; ') dwoc
xac dinh b&i cong thirc:

a-b=xx'+yy' +2zz.
\ J

Nhan xet

— Hai vecto @ va b vudng géc véi nhau néu va chi néu xx' + yy' + zz' =0,
—- Néua=(xy z)thilal=va-a=yJx*+y*+2%.

— Néua=(x;y;z) vab=(x’ y; z')1a hai vecto khac O thi

a-b xx'+yy'+ zz'

cos(a,b) = _ = ,
al bl fx?+y?2 422 x4y 427

» Vidu 3. Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto @ =(1; 4; 2) va b= (—4; 1, 0).
a) Tinh a-b va cho biét hai vecto a va b cé vudng goc véi nhau hay khong.
b) Tinh d6 dai cua vecto a.
Giai
a) Taco: a-b=1-(-4)+4.1+2.0=0. Do d6, hai vecto a va b vuéng goc v&i nhau.

b) D6 dai clia vecto & 1a |3 =P +42 +22 =21.
)

» Luyén tip 3. Trong Vi du 3, tinh (ai - b] .

» Vidu 4. Cho hinh chép S.ABCD c6é day ABCD la hinh chir nhat
va SA vuéng goc véi mat phang (ABCD). Gid sir SA=2, AB=3,
AD = 4. Xét hé toa dé Oxyz véi O trung A va cac tia Ox, Qy, Oz
|an lwot trung véi cac tia AB, AD, AS (H.2.48).

a) Xac dinh toa d6 cla cac diém S, A, B, C, D.

Y=—r====-=

b) Tinh BD va SC. o 7 C
c) Tinh (BD. SC)- Hinh 2.48
Giai

a) Vi A trung goc toa Go nén A(0; 0; 0). Vi B thudc tia Ox va AB = 3 nén B(3; 0; 0). Vi D thuéc
tia Oy va AD =4 nén D(0; 4; 0). Vi S thudc tia Oz va AS = 2 nén S(0; 0; 2). Vi hinh chiéu clia
C 1én cac truc Ox, Oy, Oz lan lwotla B, D, A nén C(3; 4; 0).



b) Tacod BD=(0-3; 4-0;0-0)=(-3; 4; 0), suy ra BD =|BD| = (-3)" + 4% + 0% =5.
Tacod SC=(3-0;4-0;0-2)=(3; 4;,-2), suy ra SC =|SC| =32 + 42 + (-2)" =29.

&) Tac cos(8D, 56) = BD-SC _(-3):3+4:4+0.(-2) _

7
Bl Iscl 5129 5429

Cha y. Néu A(x,; v, z,) va B(x,; ., z,) thi AB= |AB =J(J(B — XA)E +(¥s— Va )2 +(z5 -2, )2.

,suyra (ﬁi ﬁf) =~ 74,9°

Dic biét, khi B trung O ta nhan duoc cong thire OA=/x,’ +y,2 +2,7 .

» Luyén tdp 4. Trong khdng gian Oxyz, cho A(0; 2; 1), B(3; -2; 1) va C(-2; 5; 7).
a) Tinh chu vi cda tam giac ABC.
b) Tinh BAC.

3.VAN DUNG TOA PO CUAVECTO TRONG MOT SO BAI TOAN
CO LIEN QUAN DEN THU'C TIEN

) Vi du 5. Trong khdng gian véi mét hé truc toa dé cho trwdc (don vi do lay theo kildmét), radar
phat hién mét chiéc may bay di chuyén véi van tée va hudng khéng déi tir diém A(800; 500; 7)
dén diém B(940; 550: 8) trong 10 phuit. Néu may bay tiép tuc gilr nguyén van téc va hwéng bay
thi toa dd ctia may bay sau 5 phut tiép theo la gi?

Hinh 2.49

Giai (H.2.49)

Goi C(x; y: Z) 1a vi tri cGa may bay sau 5 phut tiép theo. Vi huéng cia may bay khéng ddi nén
AB va BC cung hwéng. Do van téc clia may bay khéng ddi va thoi gian bay tir A dén B gép
d6i thoi gian bay tir B dén C nén AB = 2BC.

AB =(940;800_ 550;500; 8;?)= (70; 25; 0,5).

—

Do dé BC =

¥

x-940=70
Mét khac, BC =(x —940; y —550; z—8) nén |y —550 =25
z-8=0,5.
x=1010
Tir d6 1y =575 va vi vay C(1010; 575; 8,5).
Z =1t

Vay toa d6 clia may bay sau 5 phtit tiép theo 1a (1010; 575; 8,5).
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) Luyén tip 5. V&i cac gia thiét nhw trong Vi du 5, hdy xac dinh toa dé cua chiéc may bay sau
10 phut tiép theo (tinh tir thei diém may bay & diém B).

) Vidu 6. Hay tra I1&i cau héi trong tinh huéng mé dau.

Giai. Vi diém A' co toa dd la (240; 450; 0) nén khoang cach tir A’ dén céac truc Ox, Oy
|an lwot 1a 450 cm va 240 cm. Suy ra A'A = 450 cm va A'Q’ = 240 cm. T gia thiét suy ra
A'B' =(~120; 0; 300), do d6 A'B' =|A'B]=(-120)* + 0? + 300> =60/29 ~ 323 (cm).

Vi 0'0 = A'A = 450 cm va Q' nam trén truc Oy nén toa d6 cua diém O’ la (0; 450: 0).

Do d6 O'B’ =(120; 0; 300) va O'B' =|0'B1 = 11202 + 02 + 300? = 60+/29 ~ 323 (cm).
Vay méi can nha gb co chiéu dai la 450 cm, chiéu réng 14 240 cm, mdi canh bén cGia mét tién
co do dai la 323 cm.
. R Goc o chinh la goc qilra
) Luyén tdp 6. Trong tinh huéng mé dau, hay tinh do lon cua mat bén cla can nha gb va
gbc a. mat dét.

) Vidu?. Hai chiéc khinh khi cau bay 1&n tir cung mét dia diém. Chiéc thir nhat nam cach diém
xuéat phat 2 km vé phia nam va 1 km vé phia déng, ddng théi cach mat dat 0,5 km. Chiéc thir
hai nam cach diém xuat phat 1 km vé phia bac va 1,5 km vé phia tay, déng théi cach mat
dat 0,8 km.

Chon hé truc toa d6 Oxyz vai géc O dat tai diém xuét phat ctia hai khinh khi cau, mat phang
(Oxy) trung véi mat dat voi truc Ox hudng vé phia nam, truc Oy hwéng vé phia ddng va truc
Oz hwéng thang dirng 1én tréi (H.2.50), don vi do lay theo kilémét.

a) Tim toa dd ctia méi chiéc khinh khi cau déi v&i hé toa do da chon.

b) Xac dinh khoang cach gitra hai khinh khi cau (lam tron két qua dén chir sé thap phan
thr hai).

Giai Hinh 2.50
a) Chiéc khinh khi cau thr nhat va th( hai c6 toa dé 1an lwot 1a (2; 1; 0,5) va (-1; -1,5; 0,8).
b) Khoang cach giira hai chiéc khinh khi cau la

J(=1-2) (151 +(0,8-0,5)° = /15,34 ~3,92 (km).




) Luyén tip 7. Trong Vi du 7, khinh khi cu thir nhéat hay thir hai & xa diém xuét phat hon?
Giai thich vi sao.

BAITAP
2.20. Trong khéng gian Oxyz, cho ba vecto & = (3; 1, 2), b=(-3;0; 4) vac =(6; -1 0).
a) Tim toa do clia cac vecto a+b +¢ va 2a —3b — 5¢.
b) Tinh cac tich vé huwéng é~(—5) va (25‘)-0'.
2.21. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém M(—4: 3; 3), N(4; —4; 2) va P(3; 6; —1).
a) Tim toa do cla cac vecto MN, MP, tlr d6 chirng minh rang ba diém M, N, P khéng
thang hang.
b) Tim toa dd cla vecto NM + NP, tir d6 suy ra toa do cia diém Q sao cho tir giac MNPQ
la hinh binh hanh.

c¢) Tinh chu vi cta hinh binh hanh MNPQ.
2.22. Trong khéng gian Oxyz, cho tam giac ABC co A(1; 0; 1), B(0; -3; 1) va C(4,; -1; 4).
a) Tim toa do trong tam cua tam giac ABC.

b) Chirng minh rdng BAC = 90°.

¢) Tinh ABC.
2.23. Mot phong hoc ¢o thiét ké dang hinh hép chir nhat z
v&i chiéu dai 1a 8 m, chiéu réng la 6 m va chiéu cao 1a ]
3 m. Mét chiéc dén duoc treo tai chinh gitra tran nha cua :
phong hoc. Xét hé truc toa dé Oxyz co gbc O trung voi it Qj_ _____ L 4
mét goc phong va mat phang (Oxy) trung voi mat san, i 6m
don vi do duwoc lay theo mét (H.2.51). Hay tim toa d6 caa ¢ *m
diém treo den. Hinh 2.51

2.24. Trong khong gian, xét hé toa d6 Oxyz co goc
O trung véi vi tri cia mét gian khoan trén bién,
mét phang (Oxy) trung véi mat bién (dwoc coi
la phang) v&i truc Ox hwéng vé phia tay, truc
Oy hwéng vé phia nam va truc Oz hwéng thang
dwng 1én trei (H.2.52). Pon vi do trong khéng
gian Oxyz lay theo kildmét. Mét chiéc radar dat
tai gian khoan c6 pham vi theo ddi |a 30 km. Hdi
radar c6 thé phat hién dwoc mét chiéc tau tham
hiém c6 toa do 1a (25: 15; —10) déi véi hé toa dé
noéi trén hay khéng? Hay giai thich vi sao.

Hinh 2.52
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BAI TAP CUOI CHUONG I

< ~
A-TRACNGHIEM
2.25. Cho tir dién ABCD. Goi G la trong tam clia tam giac BCD. Khang dinh nao sau day la sai?
A. BG+CG+DG=0. B. AB+AC + AD = 3AG.
C. BC +BD = 3BG. D. GA+GB+GC +GD =0.
2.26. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Goi M 14 trung diém ctia doan thing CC". Vecto AM bang
A. AB+ AD + AA'. B.A_-B+E+%H.
. AB+ \AD+ AR 0. Y4B+ AD + AA.
2 2 2
2.27. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D". Khang dinh nao duéi day la sai?
A. AB+CC'=AB. B. AB+ AD+ AA'=AC".
C. AD+BB' = AD’ D. AB+CC’' = AC".

2.28. Cho tir dién déu ABCD cé d6 dai canh bang a. Goi M |a trung diém cuia doan thang CD.
Tich v huéng AB- AM bang

2 2 2

a a a
A. e B. o C. P D. a°.

2.29. Trong khdng gian Oxyz, cho a=(1 -2 2), b=(-2; 0; 3). Khang dinh nao dudi day
la sai?
A.d+b=(-1-25). B.a-b=(3-2-1).
C.3d=(3-22). D.2a+b=(0;-4;7).

2.30. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh binh hanh ABCD cé A(-1; 0; 3), B(2; 1, -1) va
C(3: 2; 2). Toa dd cua diém D |13
A.(2;-1;0). B. (0; -1; -6). C.(0; 1;8). D. (-2; 1; 0).

2.31. Trong khéng gian Oxyz, cho A(1; 0; —1), B(0; —1; 2) va G(2; 1; 0). Biét tam giac ABC c6
trong tam la diém G. Toa d6 cla diém C la

A. (5; 4; -1). B. (-5; 4; 1). C.(1;2;-1). D. (-1; -2; 1).

2.32. Trong khéng gian Oxyz, cho a =(21,-3), b =(-2,-1,2). Tich vé hudng a- b bang
A. -2 B. -11. G 1. D. 2.

2.33. Trong khéng gian Oxyz, cho @ =(2; 1, - 2), b =(0; -1, 1). Goc gitra hai vecto &, b bang
A. 60°, B. 135°, C. 120 D. 45°.
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2.34. Trong khong gian Oxyz, cho a=(-2;2;2), b=(1, -1 -2). Césin ctia goc gitra hai

vecto g, b bang

A. i‘fé B & C. Q D. ﬁ
3 3 3 3
B-TU LUAN

2.35. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chir nhat. Chirng minh rang:
SA+SC=8B+S8D.
2.36. Cho tr dién ABCD, 4y hai diém M, N thoda man MB + 2MA =0 va NC = 2DN.
Hay biéu dién MN theo AD va BC.
2.37. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'". Goi G la trong tam cua tam giac BDA'.
a) Biéu dién AG theo AB, AD va AA'.
b) T cau a, hay chirng té ba diém A, G va C'thang hang.

2.38. Trong khéng gian Oxyz, cho cac diém A(2; —1; 3), B(1; 1; -1) va C(-1; 0; 2).
a) Tim toa d6 trong tdm G cua tam giac ABC.
b) Tim toa d diém M thudc truc Oz sao cho dwdng thang BM vuéng gbéc voi dudng
thang AC.
2.39. Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop OABC.O'AB'C' co A(2; 3; 1), C(-1; 2; 3) va
0'(1; -2; 2). Tim toa dé cac dinh cdn lai caa hinh hdp.
2.40. Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a=(-2; 1; 2), b= (11, -1).
a) Xac dinh toa d6 ctia u = a - 2b.
b) Tinh d6 dai cua u.
¢) Tinh cos(a, 5).
2.41. Trong khéng gian Oxyz, cho cac diém A(4: 2: —1), B(1: —1; 2) va C(0; -2: 3).
a) Tim toa do clia vecto AB va tinh do dai doan thang AB.
b) Tim toa 36 diém M sao cho AB+CM =0.
c) Tim toa d6 diém N thudc mat phang (Oxy) sao cho A, B, N thang hang.

2.42. Hinh 2.53 minh hoa mét chiéc dén dworc treo cach tran
nha la 0,5 m, cach hai twdng lan lwotla 1,2 m va 1,6 m.
Hai blre twdng vudng goc voi nhau va cung vudng goc voi
tran nha. Nguoi ta di chuyén chiéc den dé dén vi tri moi
céch trén nha la 0,4 m, cach hai twong déu la 1,5 m.

a) Lap mét hé truc toa dé Oxyz phu hop va xac dinh toa dé
cua chiéc dén luc dau va sau khi di chuyén.

b) Vi tri m&i clia chiéc dén cach vi tri ban dau la bao nhiéu
mét? (Lam tron két qua dén chir sé thap phan thir nhat).

Hinh 2.53
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O 16p 11, ching ta da duoc gidi thiéu vé cac sb |“|“” ‘
dac trung do xu thé trung tdm cta méau sbé liéu I |
ghép nhoém. Trong chwrong ndy, chung ta tiép tuc T « &
tim hiéu vé cac sé dac trweng do mirc d6 phan tan _1- ‘T v
clia mau sé liéu dang nay. T e e

“Kha ndng lam viéc voi di¥ liéu dé xir Ii di liéu, trich xuét dir liéu, trwe quan hoé di liéu,
truyén dat di¥ liéu sé 1a ki ndng cuc ki quan trong trong nhiing thap ki téi”.

Hal Varian - Truéng phong kinh té cia Google

(Theo forbes.com)

KHOANG BIEN THIEN
VA KHOANG TU PHAN VI

THUATNGUD' | KIEN THU'C, Ki NANG
« Khoang bién thién | « Tinh khodng bién thién, khoang t(r phan vi ctia mau sé liéu ghép nhom.

» Khoang ttr phan vi » Hiéu y nghfa, vai trd ciia khoang bién thién, khodng t* phan vij trong
:  viéc do mirc d6 phan tan.

Théng ké sb ngay trong thang Sau nam 2021 va nam 2022 theo nhiét d6 cao nhét trong ngay
tai Ha Noi, ngu¢i ta thu dwoc bang sau:

Nhiét 46 (°C) [28: 30) | [30; 32) | [32: 34) | [34: 36) | [36: 38) | [38: 40)

Sé ngay trong thang 6/2021 0 2 8 5 6 9

Sé ngay trong thang 6/2022 2 3 4 11 8 2
(Theo accuweather.com)

Hai thang Sau ndm nao & Ha Noi nhiét d6 cao nhét trong ngay bién ddi nhiéu hon?

Dé biét thang Sau nadm nao & Ha Noi nhiét dd cao nhét trong ngay bién dbi nhiéu hon,
ta can tinh va so sanh cac sé dac treng do mirc d6 phan tan clia hai méu sé liéu ghép nhém
trén. Chang ta cung tim hiéu van dé nay!



1. KHOANG BIEN THIEN

» no1. Trong tinh hubng mé dau, goi ., X,,..., X, la nhiét d6 cao nhat trong ngay clia 30 ngay
thang Sau nam 2021 (mau s6 liéu gbc).

a) Co thé tinh chinh xac khoang bién thién cho mau s6 liéu goc hay khéng?
b) Gia tri I&n nhét, gia tri nhé nhét x, ¢o thé nhan la gi?

c) Hay dwa ra mét gia tri xap xi cho khoang bién thién ctiia mau sé liéu gbc.

Cho mau sé liéu ghép nhém:

Nhom [31; ag) [a;'; a., 1) [ak; a,, 1)

Tan s m, m m,

Bang 3.1. M&u sé liéu ghép nhém

trong d6 cactansom, >0, m, >0van=m,+... + m la cd mau.

[Khoéng bién thién ciia mau so liéu ghép nhém trénlaR=a,, ,—a,. ]

KY
g Chi ra rang khoang bién thién cia mau sé liéu ghép nhém trong Bang 3.1 1&6n hon khoang
bién thién cla mau s liéu goc.

Y nghia. Khoang bién thién ctia mau s6 liéu ghép nhém xap xi cho khoang bién thién cla
mau sé liéu gbc. Khoang bién thién duoc dung dé do mirc dd phan tan cla mau sé liéu ghép
nhém. Khodng bién thién cang |&n thi mau so liéu cang phan tan.

) Vidu1. Thdng ké théi gian sir dung mang xa hdi trong ngay clia cac ban Té 1, Td 2 1&p 12A,
duwoc két qua nhuw bang sau:

Thai gian st dung (phut) [0; 10) [10; 30) [30; 60) [60; 90)
Sé hoc sinh T6 1 2 4 3 1
Sé hoc sinh T 2 5 1 3 0

Tim khoang bién thién cho th&i gian sir dung mang xa hdi cia hoc sinh méi t6 va giai thich
y nghia.

Giai

Goi R,, R, twong trng 1a khodng bién thién cta mau sé liéu ghép nhom vé thoi gian sir dung
mang xa hdi trong ngay clia cac ban T6 1 va T6 2.

Tacéd: R,=90 - 0=90va R, =60 - 0 = 60.

Do R, > R, nén ta co6 thé két luan rang thoi gian stk dung mang xa héi trong ngay clia cac ban

T6 1 phan tén hon théi gian st dung mang xa héi clia cac ban T6 2.
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) Luyén tip 1. Thoi gian hoan thanh bai kiém tra mén Toan cla cac ban trong 16p 12C duoc
cho trong bang sau:

Thoi gian (phat) [25: 30) 130; 35) [35: 40) [40; 45)
Sé hoc sinh 8 16 4 2

a) Tinh khoang bién thién R cho mau sé liéu ghép nhém trén.
b) Néu biét hoc sinh hoan thanh bai kiém tra sém nhat mét 27 phat va muén nhat mét
43 phut thi khoang bién thién cla mau sé liéu gbc 1a bao nhiéu?

2.KHOANG TU PHAN VI

) W02. Trong tinh hudng mé dau, goi y,, ¥.,..., ¥,

3 - P . . . T phéan vithwr r la
la nhiét d6 cao nhat trong ngay cua 30 ngay

r-n
thang S&u nam 2022 (méu sé liéu gbc). . 7 (m+oemy ) ( |
= =8, + ‘|a — & ]
a) Co thé tinh chinh xac khoang tir phan victia m, piTp,
mau s6 lieu gbc hay khéng? trong d6 [ap: a,,1) 1a nhom chira tir phan vi

b) Tim t& phan vi thir nhat Q, va t phan vi  thierveir-1,2, 3.
thir ba Q, cho mau s6 liéu ghép nhom.

c) Hay dwa ra mét gia tri xap xi cho khoang
tr phan vi cia mau sb liéu goc.

Xét mau sé liéu ghép nhém cho béi Bang 3.1.

Khoang t&r phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhém, ki hiéu 1a A, 1a hiéu sbé gilra t&r phan vi
thir ba Q, va tt phan vi thir nhat Q, clia mau so liéu do, trcla A, =Q, - Q.

Y nghia. Khoang t&r phan vi cia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho khodng t& phan vi ca
mau s6 liéu gbc. Khodng tir phan vi cling dwoc dung dé do mirc dd phan tan clia mau sé liéu
ghép nhéom. Khoang tir phan vi cang Ién thi mau sé liéu cang phan tan.

Nhan xét. Do khodng tlr phan vi ciia méu sé liéu ghép nhém chi phu thuéce vao nira gilra clia
mau so6 liéu, nén khéng bi anh hwdng bdi cac gia tri bat thwéng va cé thé dung dai lwong
nay dé loai gia tri bat thwong.

) Vi du 2. Théi gian chd kham bénh cla cac bénh nhan tai phong kham X dwoc cho trong

bang sau:
Théi gian (phut) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15; 20)
Sé bénh nhan 3 12 15 8

a) Tim khodng t&r phan vi ca mau so liéu ghép nhém nay.

b) Tir mét mau sé liéu vé thdi gian ch® kham bénh cla cac bénh nhan tai phéng kham Y
nguoi ta tinh dwoc khoang t&r phan vi bang 9,23. Héi trong hai phéng kham X va Y,
thoi gian cho cla bénh nhan tai phong kham nao phan tan hon?



Giai
a)Cémaulan=3+12+ 15+ 8 = 38. Goi X,,..., X5, |@ thoi gian chd kham bénh cua 38
bénh nhan nay va gia st rang day sé liéu goc nay da duwoc sap xép theo thir tw tang dan.

T phan vi thir nhat ciia mau sé liéu goc la x, . nén nhém chira tir phan vi thir nhat 1a nhom

[5; 10) va ta co:
38_3
Q=5+ 2—|5~771.

12

Tl phan vi thir ba cia mau s6 liéu gbc |14 X,, Nén nhom chura tir phan vi tha ba 1a nhom
[10; 15) va ta co:
F -433 » 5]
Q =10+ ‘5=14,5.
’ 15

Vay khodng tr phan vi ciia mau sé liéu ghép nhém 1a: A, = Q, - Q, ~14,5-7,71=6,79.

b) Do A,= 6,79 < 9,23 nén thdi gian chd cua bénh nhén tai phong kham Y phén tan hon
thi gian cho clia bénh nhan tai phong kham X.

) Luyén tip 2. Mét nguoi ghi lai théi gian dam thoai cliia mét sé cude goi cho két qua nhuw

bang sau:
Th&i gian t (phat) S6 cudc goi
0<t<1 8
1<t <2 17
2<t<3 25
3<t<4 20
4<t<h 10

Tinh khoang t&r phan vi ciia mau sé liéu ghép nhém trén.

) Vin dung. Hay gidi bai toan trong tinh huéng mé dau bang cach sl dung khoang bién thién
va khoang tr phan vi clia mau sé liéu ghép nhom.

BAITAP
3.1. Théng ké sé thé vang ctia mdi cau lac bd trong gidi ngoai hang Anh mua gidi 2021 — 2022
cho két qua nhw sau:

101 79 79 78 75 73 68 67 67 63
63 61 60 29 57 95 55 50 47 42.

(Theo premierleague.com)
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a) Hay ghép nhém day sé liéu trén thanh cac nhém cé d6 dai bang nhau véi nhém
dau tién la [40; 50).

b) Tinh khoang bién thién, khoang t& phan vi ciia mau sé liéu gbc va mau sé liéu ghép
nhém thu duwoc & cau a. Gia tri nao la gia tri chinh xac? Gia tri nao la gia tri xap xi?

3.2. Thu nhap theo thang cua nguwoi lao déng ¢ hai nha may nhuw sau:

Thu nhép (triéu déng) [5; 8) [8; 11) [11; 14) [14; 17) [17; 20)
S6 ngudi clia nha may A 20 35 45 35 20
S6 ngwoi clia nha may B 17 23 30 23 17

Tinh mdc thu nhap trung binh ctia nguwéi lao déng & hai nha may trén. Dwa vao khoang
tlr phan vi, hay xac dinh xem murc thu nhap ctia ngudi lao dong & nha may nao bién dong

nhiéu hon.

3.3. Bang sau day cho biét chiéu cao cGa cac hoc sinh hai I6p 12A va 12B.

Chidu cao (cm) | [145: 150) | [150; 155) | [155: 160) | [160; 165) | [165: 170) | [170: 175)
S6 hoc sinh

clia I&p 12A 1 0 15 12 10 o

S6 hoc sinh

ctia 6p 12B 0 0 . 10 o ©

a) Tim khodng bién thién, khodng tir phan vi cho cac mau s liéu ghép nhém vé chiéu cao
cua hoc sinh hai lop 12A va 12B.

b) Dé so sanh dd phan tan vé chiéu cao cda hoc sinh hai |6p nay ta nén dung khoang
bién thién hay khodng t&r phan vi? Vi sao?



PHUONG SAI

VA PO LECH CHUAN
THUATNGU : KIEN THU'C, KINANG
« Phwong sai : « Tinh phwong sai, 6 léch chuén ciia mau sb liéu ghép nhom.
+ D0 léch chuan .+ Hiéu y nghia, vai trd clia phwong sai, d6 Iéch chuén trong viéc

do murc dd phan tan.

Pé xac dinh d6 6n dinh cia mét may do ddé am khéng khi, nguwdi ta dung may nay dé do 20
lan. Néu do léch chudn clia mau sé liéu do Ién hon 0,15 thi ngudi ta sé dwa may do di sira
chira. Trong mét Ian lay mau, ki thuat vién cé dwoc mau sb liéu ghép nhém sau:

D6 am (%) [92; 52,1) [92,1; 82,2) | [92,2; 52,3) | [52,3; 52,4) | [52,4; 52,5)
Tan s6 1 5 8 B 2

Liéu cé can dwa may do nay di sira chira hay khéng?

1. PHUO'NG SAI VA DO LECH CHUAN

) HD1. Tré lai bai toan trong tinh hudng mé dau. Goi x.,..., x,, 1a cac két qua do (mau s6 liéu gbc).
a) Co6 thé tinh dwoc chinh xac phwong sai va dd Iéch chuan ciia mau sé liéu goc hay khéng?
b) Thao luan va dé xuét wéc lwong cho phuong sai va dé léch chuén ciia mau sé liéu géce.

Xét mau so liéu ghép nhém cho bdi Bang 3.1.

' ™
+ Phuwong sai cta mau sé liéu ghép nhom, ki hiéu la s?, Ia mét sé dworce tinh theo céng
thure sau:

& m,(x,-X) +...+m, (x, -X)
n

]

trong 46, n=m, +...+m,; x, =2 +;f+‘ V&i i =1, 2,..., k |a gia tri dai dién cho nhém

Xk |a sé trung binh cia méu sé liéu ghép nhém.

mX, +...+m,

la:a,,)vax= -

« D3 léch chuan ctia mau sé liéu ghép nhém, ki hiéu 1a s, 1a can bac hai sé hoc cla

phwong sai cia mau sé liéu ghép nhém, tirc 1a s =JS—2 .
\ A

Nhan xét. Ta cé thé tinh phwong sai theo cdng thirc: s? =%(m1 X .My XE) ~(x).

Dé léch chuan cé cung don vi véi don vi ciia mau sé liéu.



Y nghia. Phrong sai, d6 léch chuén cia mau sé liéu ghép nhém la cac xép xi cho phuong
sai, d6 léch chuan cta mau sb liéu gbc. Chung dwoc dung dé do mirc dd phan tan clia mau
sb liéu ghép nhém xung quanh sé trung binh ctia mau sé liéu d6. Phwong sai, d6 léch chuan
cang Ién thi mau sé liéu cang phan tan.

Cha v. Nguwoi ta con siv dung dai lwong sau dé do mirc dd phan tan ciia mau sé liéu

ghép nhém:

—_— —_—
§E:m1(x1—x) +...J;mk(xk—x) a_ §2.
n_

) Vidu1. Nguwoi ta theo ddi sy thay déi can nang, dwoc tinh bang hiéu can nang trwdc va sau
ba thang ap dung ché dé an kiéng cta mot sé ngwoi cho két qua nhu sau:

Thay ddi can nang (kg) [-1; 0) [0; 1) [1;2) [2; 3) [3; 4)
Sé nguéi nam 2 3 5 3 2
Sé nguoi niv 2 7 12 7 2

Tinh s6 trung binh, phuwong sai, dd léch chudn va nhan xét vé sy thay ddi can nang cla

ngwdi nam, ngudi nir sau ba thang ap dung ché dé an kiéng.

Giai

Chon gia tri dai dién cho cac nhém sb liéu, ta co:
Gia tri dai dién -0,5 85 1,5 2.5 3.5
Sé ngudi nam 2 3 5 3 2
86 nguoi nir 2 7 12 7 2

Tong sé ngudinamla n,=2+3+5+3+2=15.
Tong so ngudint 1&: n,=2+7 + 12+ 7 +2 =30.
Thay dbi can ndng trung binh clia nguoi nam la:

%, =%[2-(-o,5)+3-0.5+5~1,5+3.2,5+2-3,5]=1,5 (kg).

Thay d6i can nang trung binh cGa nguoi nir 1a:
% =;—D[2+(—o,5)+?+0,5+12+1,5+?-2,5+2-3,5]=1,5 (kg).

Phuwong sai va dd |éch chuan cGa mau sé liéu vé thay ddi can nang clia ngudi nam |a:
§? =%[2+(—u,5)2 +3.0,67+5-157 +3.2,57 +2-3,5? |- 1,57 ~1,2f; 5, = 1.21.

Phuong sai va dé |éch chuan ciia mau sé liéu vé thay déi can nang cua ngudi nir 1a:

2 1

s? =_[2.(_o,5)2 +7-0,52 +12-1,5%* +7-2,5° +2-3,52]—1,5“‘ =1;s,=1.
30

Nhw vay, sau ba thang ap dung ché dé an kiéng nay, vé trung binh sy thay déi can nang
clia nam va nir l1a nhu nhau. Tuy nhién, sw bién déng vé thay ddi can nang cta nir it hon
SO vOi cua nam.



D Luyén tdp. MGt van dong vién luyén tap chay cu li 100 mét da ghi lai két qua luyén tap
nhw sau:

Thoi gian (giay) [10,2; 10,4) [10,4; 10,6) [10,6; 10,8) [10,8; 11)
Tan so 3 7 8 2

Tim phwong sai va d6 léch chuén cla méu sé liéu ghép nhém nay. Phuong sai va do
|éch chuén cho biét diéu qi?

) Vindung. Hay tinh d6 Iéch chuén cia mau sé liéu ghép nhém cho bai toan trong tinh huéng
mé dau va cho biét cé can dwa may di stra chira hay khéng.

2. SU DUNG PHU'ONG SAl, DO LECH CHUAN PO DO RUIRO

Trong tai chinh, nguoi ta cé nhiéu cach dé do doé rui ro cia mét phwong an dau tw. Mot
trong cac cach dé la sir dung dd léch chun cla loi nhuan thu dwoc theo phwong an dau tw.
D6 léch chuén cang 16n thi phwong an dau tw cang rui ro.

) Vidu2. Anh An dau tw sé tién bang nhau vao hai linh vure kinh doanh A, B. Anh An théng ké
sé tién thu dwoc méi thang trong vong 60 thang theo méi linh vwe cho két qua nhu sau:

Sé tién (triéu déng) [5;10) | [10; 15) | [15; 20) | [20; 25) | [25; 30)
S6 thang dau tw vao linh virc A 5 10 30 10 5
S6 thang dau tu vao linh vuc B 20 5 10 5 20

So sanh gid tri trung binh va dé léch chuan cta sé tién thu dwoc mdi thang khi dau tw vao
méi linh vwec A, B. Dau tw vao linh vwe ndo "rii ro” hon?

Giai

Chon gia tri dai dién cho cac nhom sé liéu ta cé:

Gia trj dai dién 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5
S6 thang dau tw vao linh vuc A 5 10 30 10 5
S6 thang dau tw vao linh vuc B 20 5 10 5 20

Sé tién trung binh thu dwoc khi dau tu vao cac linh vuc A, B twong (rng 1a;

— 1

X, =—(5-7,5+10-12,5+30-17,5 +10-22,5 + 5-27,5) =17,5 (triéu ddng);

6

1
stﬁ(

20.7,5+5-12,5+10.17,5+5-22,5 + 20-27,5) = 17,5 (triéu déng).

Nhu vay, vé trung binh dau tu vao céc linh vuc A, B sé tién thu dwoc hang thang nhuw nhau.

D léch chuan cla sé tién thu dwoc hang thang khi dau tw vao cac linh vwrc A, B trong (rng la:

By = l(5-?"’,52+'|0-'|2,'5|2+30-'|T|"',52+‘|l::!~22,5‘?+5-2Tf",52)—('I?"',5)2=5;
A 60 ;

S, ;J%@U-?,S? +5:12,5% +10-17,56° +5-22,5% + 20 -2?,52)—(1?,5)9 ~8,42.




Nhw vay, d6 léch chudn cia mau sb liéu vé sé tién thu dwoc hang thang khi dau tu vao
linh vre B cao hon khi dau tw vao linh veec A. Nguwéi ta ndi rang, dau tw vao linh vuc B 1a
“rdi ro” hon.

Vi du sau cho thay khéng phai luc nao ta cling cé thé dung dé léch chuén cua loi nhuén thu
dwoc dé so sanh db rii ro clia cac phwong an dau tw.

) Vidu3. Théng ké loi nhuén hang thang (don vi: triéu dong) trong 20 thang cia hai nha dau tu
dwoc cho nhw sau:

Loi nhuén [10: 20) [20: 30) [30; 40) [40: 50) [50; 60)

Sé thang 2 4 8 4 2
Bang 3.2. Loi nhuén theo thang cua nha d4u tw nhé

Loi nhuéan [510; 520) [5620; 530) [530; 540) [540; 550) [550; 560)

S6 thang 4 3 6 3 4

Bang 3.3. Loi nhuéan theo thang cua nha dau tw 16n

Tinh @6 Iéch chuan cGa hai mau sé liéu ghép nhém trén. Cé nén dwa vao dé |&ch chuan dé
so sanh do rui ro cua hai nha dau tw nay khéng?

Giai
Chon diém dai dién cho cac nhom sé liéu ta tinh dwoc cac sd dac trung nhu sau:

Loi nhuan trung binh mét thang clia cac nha dau tw twong (¢ng la:

%, :2l0(2-15+... +2.55) = 35 (triéu ddng); X, =;_0(4-515+...+4-555):535 (tridu ddng).

D6 léch chuan cua loi nhuan hang thang clia hai nha dau tw twong (ng la:

S =\/%(2-152 +...+2-55%)~(35)" ~10,95;

23 =‘j2—1{}(4'5152 +...+4-5557)—(535)" ~13,78.

D6 léch chuén cho loi nhuan hang thang ctia nha dau tw I16n cao hon clia nha dau tw nhd.
Loi nhuan trung binh cda hai nha dau tw khac nhau rat nhiéu, do dé ta khéng nén dung dé
léch chuén dé so sanh mirc d6 rii ro clia hai nha dau tw nay.

Nhan xét. Ta khéng nén dung phwong sai hay dé léch chuan dé so sanh do rdi ro cla hai
phwong an dau tv khi loi nhuan trung binh cia hai phwong an dau tw nay khac nhau réat nhiéu.
—® Emco biét? e

Pé so sanh d6 phan tan ctia hai mau sé liéu khi don vi do trén hai mau so liéu khac nhau
hoac gia tri trung binh clia hai mau s6 liéu nay khac nhau rat nhiéu ngwoi ta dung hé sé
bién thién CV (Coefficient of Variation). Hé s6 bién thién dwoc tinh theo céng thirc:

cv==
X

ktrcng do6 s la dé Iéch chuan va x la sé trung binh clia méu sé liéu.

~\




BAITAP
3.4. Kiém tra khéi lvong cua 30 bao xi mang (don vi: kg) dwoc chon ngéu nhién trwédc khi
xuat xuwdng cho két qua nhw sau:
49,5 51,1 50,8 50,2 48,7 49,6 81,8 51,4 50,1 50,5
48,9 493 50,7 48,8 49 8 48,8 812 50,4 50,0 81
51,4 48,7 51,2 50,6 50,9 49,2 50,7 51,1 48,6 49.6.
a) Thay mdi dau "?" bang sé thich hop dé hoan thién mau sé liéu ghép nhém sau:

Nhom sé lieu | [48,5: 49) | [49: 49.5) | [49,5: 50) | [50: 50,5) | [50,5: 51) | [51: 51,5)
Sé bao xi mang ? ? ? ? ? ?

b) Tinh phuong sai va @6 léch chuan clia mau so liéu goc va mau so liéu ghép nhom.
Gia tri nao la gia tri chinh xac? Gia tri nao la gia tri xap xi?
3.5. Tudi tho cia mét so linh kién dién t& dwoc sén xuat bdi hai phan xuéng duoc cho
nhw sau:

Tudi tho (ndm) [1,5:2) | [2:2,5) | [2,5:3) | [3:35) | [3,5 4)
S6 linh kién cta phan xwéng 1 4 9 13 8 6
Sé linh kién clia phan xuéng 2 2 8 20 7 3

Tinh phwong sai va dé léch chuan ctia mdi mau sé liéu ghép nhém va nhan xét vé doé
phan tan cda tudi tho cac linh kién dién t&r dwoc sén xuat bdi moi phan xuwdng.

3.6. M6t nhom 20 hoc sinh dung mot thiét bi do dwong kinh cia mét nhan té bao cho két qua
nhw sau:

Két qua do (um) [4,5; 5) [5; 5.5) [5,5; 6) [6: 6.5)

Sé hoc sinh 3 8 7 2

e e e — b e —

a) Tinh s6 trung binh va dé Iéch chuan ctia mau sé liéu ghép nhém trén.
b) Sé trung binh va dé léch chuan cho biét théng tin gi?

3.7. Thoi gian chay tap luyén cy li 100 mét cua hai van déng vién A va B dwoc cho trong
bang sau:

Thoi gian (gidy) [10:103) | [10.3;10.6) | [10,6:10.9) | [10.9; 11.2)
Sé lan chay cta A 3 10 5 3
' S lan chay cla B 3 7 9 6

Duwa trén dé léch chuan cla cac mau s6 liéu ghép nhém, hay cho biét van déng vién nao
cé thanh tich luyén tap 6n dinh hon.

3.8. C6 nén dung phwong sai (hodc dd léch chuan) dé so sanh dd phan tan ca hai mau
s6 liéu ghép nhém trong méi treong hop sau khéng? Tai sao?

a) Cac mau so liéu ghép nhém vé diém thi tot nghiép mén Toan clia hoc sinh hai trdng
trung hoc pho théng cé chat lwvong twong duong.

b) Cac mau sb liéu ghép nhoém vé doanh thu cia 100 clra hang ban 1é va doanh thu cla
100 siéu thi.




BAI TAP CUOI CHUONG Il

& -
A-TRAC NGHIEM
Str dung dir kién sau dé tré Ioi cdu hoi trong céc bai tap tir 3.9 dén 3.13.
Mét vdn tha ghi lai tudi tho ctia 20 con hé va thu dwoc két qua nhw sau:

Tudi tho (ndm) [14: 15) [15: 16) [16: 17) [17: 18) [18: 19)
S6 con hb 1 3 8 6 2

3.9. Khoang bién thién clia mau sbé liéu ghép nhoém trén Ia
A. 3. B. 4.
C. 5. D. 6.

3.10. Nném chira tlr phan vi thi¥ nhat |a

A.[14; 15). B. [15; 16).
C.[16; 17). D. [17; 18).
3.11. Nhém chira tlr phéan vi thir ba la
A.[15; 16). B. [16; 17).
C.[17; 18). D. [18; 19).

3.12. S6 dac trrng nao khéng s dung théng tin ctia nhém sé liéu dau tién va nhom sb liéu
cudi cung?

A. Khodng bién thién.
B. Khoang tir phan vi.
C. Phuwong sai.

D. Pd léch chuan.

3.13. Néu thay tat ca cac tan s trong mau sé liéu ghép nhém trén bang 4 thi sé dac trung nao
sau day khong thay d6i?

A. Khoang bién thién.
B. Khoang t&r phan vi.
C. Phuong sai.

D. Do 1éch chuan.



B-TU LUAN

3.14. Pé danh gia chat lwong mét loai pin dién thoai méi, ngudi ta ghi lai thoi gian nghe nhac
lién tuc cua dién thoai dwoc sac day pin cho dén khi hét pin cho két qua nhu sau:

Thei gian (gi®Y) 5:55 | [55,6) | [6:65 | [657 | [7;7.5)
Sé chiéc dién thoai
(tén " 6) 2 8 15 10 5

Tinh khoang bién thién, khoang tr phan vi va dé léch chuan cia mau sé liéu ghép
nhém trén.

3.15. Nguoi ta ghi lai tién 18i cia mot sé nha dau tw (véi s6 tién dau tu nhw nhau), khi dau tw
vao hai linh virc A va B cho két qua nhw sau:

Tién lai (triéu déng) [5;10) | [10:15) | [15:20) | [20;25) | [25; 30)
Sé nha dau tw vao linh vuc A 2 5 8 6 4
S6 nha dau tw vao linh vuc B 8 4 2 5 6

a) Vé trung binh, dau tw vao linh vwc nao dem lai tién 1ai cao hon?

b) Tinh @6 léch chudn cho cac mau sé liéu vé tién 13i cla cac nha dau tw & hai linh vuc
nay va giai thich y nghia clia cac sé thu dworc.

3.16. Thanh tich mén nhdy cao cla cac van dong vién tai mét gidi dién kinh danh cho hoc sinh
trung hoc phé théng nhu sau:

MUrc xa (cm) [170; 172) [172; 174) [174; 176) [176: 178)
Sé van ddéng vién 3 10 6 1

a) Tinh cac s6 dac trwng do mire dd phan tan clia mau sé liéu ghép nhém trén.
b) D6 phan tan cta mau sé liéu cho biét diéu gi?

3.17. Trong bai thwc hanh do hiéu dién thé ctia mach dién, An va Binh d& dung hai vén ke
khac nhau dé do, mdi ban tién hanh do 10 lan cho két qua nhu sau:

Hiéu dién thé do dwoc (Von) | [3,85; 3,90) | [3,90: 3,95) | [3,95; 4,00) | [4,00; 4,05)
Sé 1an An do 1 6 2 1
Sé 1an Binh do 1 3 4 2

Tinh @ léch chuan cta cac mau sb liéu ghép nhém cho két qua do clia An va Binh.

T d6 két luan xem von ké clia ban nao cho két qua do 6n dinh hon.



HOAT PONG
THUC HANH TRAI NGHIEM

KHAO SAT VA VE DO THI HAM SO
V31 PHAN MEM GEOGEBRA

MUC TIEU
Str dung phdn mém GeoGebra dé khdo sat va v& db thi ham sé, déc biét dbi v&i nhitng ham sb
phirc tap.

Khéi ddng phan mém GeoGebra Q chon Complex Adaptive System (CAS) dé thyc hién
tinh todn dao ham, tim cwc tri, tim gia tri I6n nhat (GTLN), gia tri nhé nhat (GTNN) cua ham
sO va tim cac duwong tiém can cua doé thi ham sdé; chon Graphics 2 dé vé dé thi cia ham so.

\ 1. TiNH DAO HAM CUA HAM S0

a) Tinh dao ham ca ham s trén mot khoang

Pé tinh dao ham clia ham sé trén mét khoang, ta dung |énh Derivative(<ham sé>), két qua
sé dwoc hién thi ngay bén dwéi.

1 Derivative(xs -3 D 5 3)
- 5x*—12x242
b) Tinh dao ham cia ham s6 tai mét diém

Trwdrc tién, ta dung Iénh Derivative(<ham sé>) dé tinh dao ham clia ham sé trén tap xac dinh
clia ham sé do.

Nhan nat & dau Iénh [__J, IGc nay tén cla ham s6 dwoc phan mém dat tw dong. Sau do, dé
tinh dao ham cda ham sé tai mét diém xac dinh, ta thay gia tri ctia bién vao ham dao ham
clia ham sb do, két qua sé dwoc hién thi ngay bén dwéi.

1 f(x) := Derivative(x’ — 4 X’ + 2 x — 3)
® _ f(x) := 5x* —12x2 42
2 f(2)

-~ 34




c) Tinh dao ham cap cao cia ham s

Pé tinh dao ham cép n cta ham sé trén mét khodng xac dinh, ta dung Iénh Derivative
(<ham sé>, <sb cap>), két qua sé duoc hién thi ngay bén duéi.

1

Deﬁuative(xE — 4 +2x-3, 3)

- 60x*—24

Cho ham sé y = f(x) c6 dao ham cap n — 1, ki hiéu
1a FV(x)(neN,n>1). Néu 7 V(x) cé6 dao ham
thi dao ham cta n6 dwoc goi la dao ham clp n cla
f(x), ki hiéu 1a f"(x).

F2(x) = (£ () .

2.TiM CU'C TRI, GIA TRI LGN NHAT, GIA TRI NHO NHAT (NEU c0)

CUAHAM SO
a) Tim cve tri cua ham sd

Pé tim cue tri cGia ham sé, ta dung 1énh Extremum(<ham sé>), két qua sé dwoc hién thi ngay
bén duéi, dwéi dang toa dd cac diém cuc tri cia dé thi ham so.

1 Extremum(2 C+3x°—36x%x— 10)

- {(=3,71),(2,-54)}

Ngoai ra ta co thé dung I1&8nh Extremum(<ham sé>, <gia tri cia a>, <gia tri cta b>) dé tim

cure tri clia ham sé da cho trén doan [a; b].

1 Extremum(x*+2x*—3,-5,7)
" (ﬂ, _3)

1 Extremum (x‘ 42" —3 -5 U)
- (1.7)

Két qua bén c6 nghia: ham sé
da cho khdng co6 cwce tri nao trén
khoang (-5; 0).

Chu v. Ta c6é thé quan sat kénh hinh @& cé hinh anh trwc quan bang cach chon

View — Graphics 2.

Dé xac dinh cuc tri la cuc dai hay cuc tiéu, ta co thé dung db thi ham s dé két luan diém cuc

tri 1a diém cuwe dai hay diém cuc tiéu.

b) Tim gia tri ld'n nhat, gia tri nho nhat [néu co) cua ham sb (trén khoang, doan,

tap xéc dinh)

Pé tim gia tri 16n nhat ctia ham sé trén mét doan [a;h] cho trwédc, ta dung lénh
Max(<ham sé>, <a>, <b>); két qua trd vé sé la toa dd clia mét diém, tung d6 cla diém d6

chinh la gia tri I&n nhat can tim.

1 Max(x* —3x*+2,0,3)
~ (3,56)

Két qua bén co nghia: Ham s6
da cho co gia tri Ion nhat trén
doan [0; 3] la 56, dat tai x = 3.



Twong tw, dé tim gia tri nhé nhat clia ham so trén mét doan [a; b] cho trwdc, ta dung 1énh
Min(<ham sé>, <a>, <b>); két qua trd vé sé |a toa d6 cia mét diém, tung dd cla diém do
chinh la gia tri nhé nhét can tim.

Min(x* — 3x* +2,0,3)
.1
v6 -1
2 ' 4

3.TiM CAC PUONG TIEM CAN CUA PO THIHAM SO

Pé tim cac dwong tiém can cla d6 thi ham sé da cho, ta dung Iénh Asymptote(<ham sé>):
két qua sé duoc hién thi ngay bén dudi.

x2 —4x+5 Két quéa bén c6 nghia: D6 thi ham sé
1 Asymptote <_3 da cho c6 hai dwdng tiém cén la tiém
can xién y = x — 1 va tiém can dirng

- {y=x—-1,x = 3} x=3.

2
1 Asymptote({x - 2)- )

X—2
- {}

Két qua bén co6 nghia: D6 thi ham sb
da cho khdng cd dwdng tiém can.

4.VE DO THIHAM S0

Khéi ddng GeoGebra va chon View — Graphics 2 dé vé do thi ciia ham s6. Khi @6, man hinh
hién thi s&n hé truc toa d6 dang lwéi 6 vuéng.

a) Vé do thi cba ham da thirc (khdng can vé tiém cén)

Nhap ham sé vao 6 I1énh, man hinh sé hién thj dé thi cia ham sé can vé (H.T.1).

ol P, & :'J' ‘:;} ‘éi’ "ﬁ :\{ W P e O\ —
e R = . Hacs : =
@ fry=x_3”_axsil0 ]

}

=20 &

Hinh T.1



b) Vé dé thi cia ham phan thire

~ Budéc 1. V& tiém can cla dd thi ham phan thirc bang cach st dung cau Iénh da duoc
gidi thiéu & Muc 3.

— Budc 2. V& db thi ham phan thire bang cach nhap ham sé vao 6 1énh (H.T.2).

B (aenianhan Clacsic

- = %
k]~ > 00 &L X =@ oc Q =
S - =V ! LHAC S | e
2% —x 41
® l:ﬁ.:iympluln( 2,2 )
¢ ly=u ¢ 05 x = 1} 4
2 x| 1 :
® -5 )
+ 2
3
G 3 1 3 g B
*
a,
a,
==

Hinh T.2
V& dé thi ctia cac ham sé khac:

— Buéc 1. V& tiém can cla db thi ham sé (néu co) bang cach sir dung cau Iénh da duoc
gioi thiéu & Muc 3.

— Budc 2. V& db thi cia ham sé bang cach nhap ham sé vao 6 Iénh (H.T.3).

Rl 7~ L P O O & N = & 5C Q =
ot ] N -
O '1""""""’““{1 ] 512)
=y F = (]
o R |
® w-TSw
'y
=3 =i =T o
-4
-8
-4
1
L]
¥, @
=f
q,
=1 § -

Hinh T.3



Cha . Néu muébn sir dung giao dién tiéng Viét, sau khi khéi ddng GeoGebra, chon Options
— Language — Vietnamese/Tiéng Viét. Khi @6, thay vi cu phap 1énh tiéng Anh nhw trinh bay
& trén, ta dung cu phap 1énh tiéng Viét twong trng nhw trong bang sau:

Lénh Cu phap Iénh tiéng Anh Cu phap Iénh tiéng Viét
i 35 e cap mot Derivative(<ham s6>) DaoHam(<ham sé>)
cua ham so

Tinh dex ham cHp cag Derivative(<ham sé>, <sé cap>) | DaoHam(<ham sé>, <sé cap>)

cGia ham sé
Tim cwc tri cia ham s6| Extremum(<ham s6>) CucTri(<ham s6>)
Tim cye tri cla ham sé| Extremum(<ham s6>, <gia tri CucTri(<ham s6>, <gia tri
trén doan [a; b] clia a>, <gia tri ctia b>) cla a>, <gia tri clia b>)
T|1m gia tﬂ:. Ion nhat cua Max(<ham sé>, <a>, <b>) GTLN(<ham s6>, <a>, <b>)
ham s trén doan |a; b |
T-. ¥ ‘t i h » h It * . ; i

M gia tn O NN LA\ i (<ham sé>, <a>, <b>) GTNN(<ham sé>, <a>, <b>)
ham s6 tren doan |a; b
Tim duong tiem can Asymptote(<ham s6>) TiemCan(<ham sé>)

clia db thi ham sé

THU'C HANH

Str dung phén mém GeoGebra thurc hién céc yéu cau sau:

1. Cho cac ham sé da thirc sau:
(1) ¥y =3x% +3x +1 2 y=x-6x"+9;, (3 y=x"-4x"+3.

a) Tim dao ham cap mét va dao ham céap hai clia cac ham so trén.
b) Tim tat ca cac diém cuwc tri ciia cac ham sé trén.
c) Vé 36 thj clia cac ham soé trén.

2. Cho cac ham sé phan thire hiru ti sau:

X 2x -1 x* -2x-8 3
1) y= ; 2) y= : 3) y= X 4) y=5x+1+ .
1y - @y=—"0 @) y==—" 4) y >3

a) Tim dao ham cip mét clia cac ham sé trén.

b) Tim cac dwdng tiém can clia do thi cac ham sbé trén.
c) Vé dé thj clia cac ham sbé trén.
3. Tim gié tri |&n nhéat va gia tri nhé nhéat cha cac ham sé sau:
a) y = x* -3x* -9x+35 trén doan [4; 4];  b) y =-3x" + 4x® + /2 trén doan [-1 1];

NG

C) y = x +— trén doan [1; 10]; d) y =sin2x — x trén doan [—g; g]
X



MUC TIEU
Str dung phdn mém GeoGebra, v& vecto tdng cla ba vecto cho trwéc.

Hoat déng: LAy bén diém A, B, C, D trong khéng gian ba chiéu va vé vecto i1 = AB+AC + AD.

Hwéng dan thwe hién:

Buwéc 1. M& phan mém GeoGebra, vao | ®
muc Phbi canh\Vé dé hoa 3D (H.T.4). A Graphing
Bam chudt trai, chon “Hién thj hé truc toa | # """

dé” @é tat phan hién thi hé truc toa d6 | & vesrem
(H.T.S). |l= complex adaptive systam
iT Trang trdng trong Excel

A acsudt

# T taptin

J. Hiénthihdtructoadd
Show Plane v
Hién thj ludi

Thanh diéu huéng

H Y

Phong to / thu nhd 4
Hién thi tat ca cac doi tugng
Goc nhin mac dinh
Hién thi dang 3D ...

&> 0

Hinh T.4
Buwérc 2. Chon cong cu “Diém moi” Gé vé cac diém A, B, C, D
trén mat phang mau xam (H.T.6).

Chu V. Ta co6 thé di chuyén cac diém bang cach kich chuot
phai vao diém dé hién ra cac mai tén di chuyén 4 chiéu va
2 chiéu, sau d6 di chuyén diém theo hudng twong &rng voi
chiéu mai tén.

A

~eZ, {

Buwére 3. St dung ¢éng cu “Vecto qua 2 diém” (H.T.7) dé vé
ba vecto AB, AC, AD.

Bwérc 4. Sir dung cdng cu “Dudng song song” (H.T.8) dé vé
cac dwdng thang song song véi cac vecto AB, AC.

> Pee s

E‘E,I, Duéng vubng goc

2= Butng song song

" Dutng phan gide

J_él Cac tidp tuyén

. Q Buong i cuc hose dudng inh kéo dai

Ej; Quy tich

Hinh T.8

Hinh T.5

R (A e DB

+ o™ Didm moi
(A Bidm thudc ddi twong
><' Giao diém ciia 2 ddi twong

. Trung diém hogc tam

‘/ Dan/hiy dan didm

Hinh T.6

Ao

o~ Bubng thang qua 2 diém \

" Doan thing

" Doan thang véi A6 dai cb dinh
" Tia di qua 2 diém

o Véc to qua 2 diém

% Chon véc to tir diém

Hinh T.7




Xac dinh giao diém E cla hai dwdng thang dé bang céng cu “Giao diém cua 2 dbi twong”.
Vé vecto AE (H.T.9).

Theo quy tac hinh binh hanh, ta c6: AE = AB+AC.
D

Hinh T.9
Bwére 5. Sir dung cong cu “Dudng thang song song” dé vé cac dwong thang song song voi

cac vecto AD, AE va xac dinh giao diém F cla hai dwong thang dé (H.T.10).

Hinh T.10
Buérc 6. Vé vecto AF (H.T.11).

Theo quy tac hinh binh hanh, ta ¢c6: AF = AE + AD = AB+AC +AD.

Vay AF chinh la vecto u can dung.

Hinh T.11



PO DAI GANG TAY
(GANG TAY CUA BAN DAI BAO NHIEU?)

MUC TIEU
Thue hién thu thdp va phan tich div liéu dé so sanh d6 dai gang tay cua hai nhém hoc sinh nam

va hoc sinh nir trong I&p hoc.

Do dai gang tay 1a mét sé do cuia co thé. Cac nha san xuéat
gang tay can clr vao do dé san xuét cac san pham véi kich
thwére khac nhau dung trong y té, thé thao, lao déng, ... Liéu
chiéu dai gang tay ctia nam gidi cé khac biét so véi nir givi?
Phan bé cua chiéu dai gang tay nhw thé nao?

Trong bai nay, chung ta sé thirc hién mot phan tich nho trong
pham vi 16p hoc d@é so sanh chiéu dai gang tay clia cac ban
nam va cac ban nir. Ta sé thu thap dir liéu trén hai nhom va
so sanh théng qua tinh toan nhitng sé do théng ké mo ta
da hoc.

1. THU THAP DU LIEU
Chuén bi:

* Thwéce ké cbd vach chia centimét;
« But, giay.

Thuc hién:

a) Cach do dé dai gang tay nhw sau:
— Pat thwoc trén ban;

— Pwa ngdn tay cai va ngdn tay ut caa ban tay phai Ién phia trén thuwoc;
— P&t ngdn cai tai diém danh dau 0 cm:;

— Dan ngén ut téi da va xac dinh vi tri clia dau ngon ut trén thuore.

b) Thu thap di¥ liéu theo mau phiéu sau:

Khao sat vé do dai gang tay
Gidi tinh cha ban , =
Phieu khao sat co the tao trén

NG Google biéu mau (Google form).

Nam

D¢ dai gang tay (don vj: cm) cia ban thude pham vi nao sau day?
e;17)
I17;18)
[18;19)
[19; 20)
[20; 27)
J[21,22)
[22; 23)
1[23; 24)




) o1, Lwu di liéu thu dwoc vao bang theo mau sau:

Chiéu dai gang tay (cm)

NGy

Nam

[16; 17)

[17; 18)

[18; 19)

[19: 20)

[20; 21)

[21: 22

)
[22; 23)
[23; 24)

Bang T.1. Két qua do gang tay ctia hai nhém hoc sinh ni¥ va nam

2. TOMTAT VA PHAN TiCH DU LIEU

) W2, Lap bang tan sé ghép nhom cho dir liéu thu dwoc trén tirng nhém theo mau sau day va

minh hoa béng biéu d6 tan sé.

Chiéu dai _ : _ . : . . .
gang tay (cm) [16; 17) |[17; 18) | [18; 19) | [19; 20) | [20; 21) |[21; 22) | [22; 23) | [23; 24)
S6 hoc sinh nam ? ? ? ? ? ? ? ?
Sé hoc sinh nir ? ? ? ? ? ? ? ?

) #o3. Sir dung bang tan sé thu dwoc & HD2, em hay:

a) Tinh d6 dai gang tay trung binh cia cac hoc sinh nir, hoc sinh nam trong nhém va so sanh.

b) Tinh phwong sai, do léch chuan va tlr d6 tinh hé sé bién thién clia do dai gang tay cla hai
nhém hoc sinh va so sanh.

) Hba. Bang tan sé sau day la dir liéu thu duoc trén mot nhom hoc sinh khéi I6p 12. Hay thuc
hién HD3 cho méau s0 liéu nay.

Chiéu dai gang tay (cm) | Séhocsinhnir | Sé hoc sinh nam
[16; 17) 3 0
[17; 18) 6 0
[18; 19) 17 1
[19; 20) 14 4
[20; 21) 2 8
[ 21> 22 1 6
[22; 23) 0 3
[23; 24) 0 2

Bang T.2



2 Hos. Géc cong nghé théng tin

Viéc tinh sé trung binh, phuong sai, @ léch chuan cia méau sé liéu dwoc cho trong bang tan
s6 ghép nhém co thé thuc hién trén phan mém bang tinh Excel. Sau day la minh hoa viéc
tinh trén mau sé liéu thu dwoc cda hoc sinh nir trong bang T.2 trong HD4.

Buéce 1. Nhap cac dau mut trai, cac dau muat phai, tan sb cha cac nhém twong (Png vao cac
cot. Sau d6 xac dinh diém dai dién cua tirng nhém (H.T.12).

ANB B9

AutoSave @ orr

Home Insert Draw  Page Layout Formulas Data  Review
7y, [fommn  u
Paste EE E f 52 = = =
SUM v X + fx =AVERAGE(B2:C2)
- A B C D E
1 | Dau mat trdi  DAu muat phai Tan sé (f) Diém dai dién (x)
u "
2 ‘ | 16 ¢ ) 3 I-—-AVEMGEIBZ:CEI
3 17 18 6
4 18 19 17
5 19 20 14
6 20 21 2
7 21 22 1
Hinh T.12

Budc 2. Nhan tan sé véi diém dai dién cla tirng nhém va tinh téng bang cach dung ham
SUM (H.T.13).

Home Insert Draw Pagelayout Formulas Data Review  View Home Insert Draw  Page Layout Formulas Data  Review  View
A [ " . A
Paste ua i Aila [D i
SUM e X + Jfx =D2*°E2 SUM ® fx =SUMIFZ:FT)
A ] € o £ F A B - b E F

Slumittréi Dlumitphdl  TinsS ()  Démdaidién(x)  fuy Dlumittrdl DBumitphdi  TinsS () Diémdsidién(x)  fuy

2 16 17 3 165 =D2*E2 2 16 17 3 165 435

3 17 18 & 175 3 17 18 6 175 105.0

'] 18 19 17 185 4 12 19 17 185 3145

5 19 20 14 195 5 19 20 14 195 2730

£ 20 2 2 205 & 20 1 2 205 41.0

7 21 i1 i 15 7 i1 i 1 15 1.5

:  TONG 5| TinG M(F2:F7)

Hinh T.13



Buéc 3. Tinh téng céac tan sé va thue hién tinh sé trung binh. Két qua thu dwoc sé trung binh
bang 18,71 (H.T.14).

M Insert Draw  Page Layout Formulas Data Review  View Hﬂ Insert Draw  Page Layout Formulas Data Review View
A . . iy Calibri (Body) -2 AN =E=E #.
Pasta [B i PE. EB B B I U O = I :_ e —
1 f R~ | O vA~ = = | L5 1=
SUM s X + fx =ra/mg c10 = fx =FB/D8
A B C o E I A B c ¥] E F
. Blumdttréi  Bhumdtphdi  Tinsd (N Didm dal didn (x) fox . Dlumdttréi  Blumitphdi  Tins () Didm dal didn (x) oz
2 16 17 3 165 495 2 16 17 3 165 495
3 i7 18 & i75 105.0 3 17 18 & 175 105.0
| 18 15 17 18.5 3145 4 i8 19 17 185 3145
5 19 20 14 195 2730 5 15 20 14 195 273.0
6 20 n 2 205 410 & 20 21 2 205 410
7 2 22 1 215 215 ; 21 22 1 215 215
& TONG 43 soas | |= T8NG 43 B04.5
5 3
10 58 trung bink |=F8/D8 ml 55 trung binh 1871
Hinh T.14

Buéc 4. Dé tinh phwong sai, dd l1éch chuan, ta lan lvot |4y cac diém dai dién trir di s6 trung

binh va binh phwong két qua (H.T.15).

AutcSave @oF () B 5

Home Insert Draw  Page Layout Formulas Data Review View Log-hub O
X Jlibri (Bo Je Jdaal= .

Paste F B I U v | , A~ = B Merge & Cer|
SUM 1 X v fx =(E2-5C510)72

A B c D Formula Bar | E F G
d Diumattrai  D3umdtphdi  Tansé () Diém dai dién (x) fox (x - %)?

. .
2 16 17 3 ! 16.5 1l 495 =(E2-5C510)"2
3 17 18 6 17.5 105.0
4 18 15 17 185 3145
5 19 20 14 195 273.0
6 20 21 2 205 41.0
7 21 22 1 215 215
8  TONG 43 804.5
3 ———
10 SStrungbinh | 1871 |
Hinh T.15
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Budéc 5. Lan luwot 14y tan sé nhan véi cac binh phuwong vira tao ra & Buoc 4, réi lay téng cac
két qua thu dwoc (H.T.16).

Home  Insert Draw  Page Layout Formwilas Data Review View Log-hwb O Tell|| Home Inseri Draw  Page Layout Formulas Data Review View Log-hub ¢ Tell
A A
- [y
SUM o X « F =02%GY SUM e X o fx =SUMHZNT)
5 B o —— G M ) H c I [ 5 H
Slumdtirdl Dlumdtphdl  TEnsf(f)  Belm dal difnix) fex (x=%7 feix-xP|| . O mit i Oumitphdi  Thnsd ()  Diém dai deén (x) fox x-5 felzx-8¢
16 17 3 165 485 A58 =02*GT 2 18 17 3 165 a5 428 1458
7 i & 175 1058 145 ] 17 18 & 175 1050 L46 BTT
4 18 19 17 185 3145 Lo L 18 13 17 185 3145 oo L]
19 20 14 195 1730 nEld 19 0 14 195 70 (-14] irs
20 bi | 2 05 410 an b 0 21 2 205 410 il LT
i 2 i 215 215 .79 1 e 1 1.5 .5 LM 7.
¢ | véwa a3 8045 i | TOnG a3 B04.5 sUMMINT) |
0
545 trung binh 871 10 55 tnang bink a1

Hinh T.16

Buée 6. Tinh phwong sai, @ léch chuan (H.T.17).

Két qua thu dwoc, phwong sai ciia mau sé liéu la 1,10 va do 1éch chuan 1a 1,05.

Home insert Draw  Pagelayout Formulas  Data  Review  View  Log-hub o Tell Home Insert Draw  Pagelayout Formulas  Data  Review  View  Log-hub i Te|
A 'I'_] . B Calitri (Body) 2 AN == & # wirep Ten
e Puste EE- Bl U~ T oA~ EEE EZ Ewepacew
UM ol X v fx =muod ci2 = fx =5ORTC11)
B C o E i F G H A '] c E [ H
; Dlumitird Giumdiphdl  ThasS(n  Dilm dal dibaln fex -5 [fe[x-2y flumitedl Olumitphil TinsA(  Difmdgl ddnix) fox (=5 fe(x-5
16 17 3 165 405 ana 1484 16 17 3 165 a5 A 14.54
3 1 18 & 175 1050 146 am 3 17 18 g 175 105.0 146 Lm
18 19 17 185 3145 0.04 oM F 18 19 L) 185 345 o oM
5 13 0 11 195 1730 08 s 19 10 14 195 1730 T 575
.| n z 05 410 n sa1 20 21 2 08 410 in 641
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/—® Emcé biét? e

dé dai méi quang tam la 5

Vao nhirng nam 1990, Christopher Donison va David
Steinbuhler da |an dau tién gidi thiéu loai ban phim piano
7/8 va 15/16 giup nhirng ngudi cdé dd dai gang tay nhé coé
tréi nghiém chei dan piano tét hon. Hai loai ban phim nay cé

hon so véi 6,5 inch ctia nhing chiéc dan phd bién luc do)
va chung duwoc ki hiéu la DS5.5 va DS6.0. Ngoai ra ho con
gidi thiéu ban phim DS5.1 danh cho tré em. Viéc nay da tao
ra tiéu chuan méi cho viéc san xuét ban phim piano hién dai.

5 va 6,0 (inch) twong rng (nhoé

(Theo dsstandardfoundation.org)
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Bang bién thién 7 Ham loi nhuan bién 38
Bai toan t6i wu hoa 36 Hé toa 46 Oxyz 60
Cao dé 61 Hoanh do 61

Cuc dai 9 K Khdo sét sy bién thién
Cue tidu 9 cua ham so 26

Cuctri 9 Khodng bién thién 76
Chi phi bién 34 Khoang tl phan vi 77

L-P Mat phang toa do 60
Nghich bién 6

Diém cuc dai cua db thi 9
Piém cuc tiéu cta db thi 9
Phuong sai 80

Diém cuc tri 9

D6 léch chuan 80 Q Quy tac xét tinh don diéu 8

D6 thi ham sé 6 Quy tac tim cwce tri 11

Péng bién 6 T Tam doi xirng clia do thi 27
Don diéu 6 Tap xac dinh ctia ham sé 8

D6 dai clia vecto 46 Tich vd huéng cua hai vecto 56
Gia tri cyc dai 9 Tiém can dirng 21

Gia tri cuc tiéu 9 Tiém can ngang 20

Gia tri 16n nhét 15 Tiem can xien 23

Gia tri nho nhét 15 Toa 6 clia diém 61

Gia téc tirc thei 33 Toa do cua vecto 63

Géc gitka hai vecto 55 Téc d6 thay ddi tirc thoi 33
Hai vecto bing nhau 47 Toc do tang trwvdng tire thoi 33
Toc dé phan ng tire théi 33
Tung do6 61

Hai vecto cung phuong 47

Ham cAu 38
Ham chi phi 34 Té& phan vi thir nhat 77
Ham doanh thu 38 Tie R Bk b e

'} Van téc tirc thoi 33
Vecto don vi 60

Ham doanh thu bién 38

Ham loi nhuan 38
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BANG GIAI THICH THUAT NGU'

Thuat ngir

Giai thich

Cuc tri ciia ham sé

Gia tri cwe dai hodc gia tri cwe tiéu clia ham sé

Piém cue tri cia db thi
ham s0

biém (x; f(x,)), trong d6 x, 1a diém cue tri clia ham so f(x)

Diém cuc tri clia
ham s6

Biém cuwc tri cla ham so 1a gia tri cia bién s6 ma tai 36 ham
sO dat cuc tri

Gia tri Ion nhat cla
ham s0

S6 M dwoc goi la gia tri Ién nhat cia ham sé y = f(x) trén tap D
néu f(x)< M voi moi x D va ton tai x, € D sao cho f(x,) = M

Gia tri nhé nhat ctia
ham so

Sé m dwoc goi la gia tri nhé nhat cia ham s6 y = f(x) trén tap
D néu f(x)=m véimoi x e D va ton tai x, € D sao cho fix,) = m

Goc gitra hai vecto
trong khéng gian

Goc AOB, trong d6 OA va OB la hai vecto chung géc va Ian
lrot béng hai vecto khac 0 da cho

Hé toa dé trong
khéng gian

Hé gém ba truc vudng géc voi nhau tirng ddi mét véi ba vecto
don vi trén ba truc

Khao sat ham sé

Viéc tim tap xac dinh, xét chiéu bién thién, tim cuwc tri, tim cac
gi6i han dac biét cia ham sb doé va thé hién cac két qua nay
trong bang bién thién

Khoang bién thién cla
mau s0 liéu ghép nhom

Hiéu sé gilra gia tri I&n nhat cé6 thé va gia tri nhd nhéat cé thé
clia cac gia tri trong mau sé liéu

Quy tac hinh hép

Téng clia ba vecto |a ba canh cling xuét phat tir mét dinh cla
hinh hép bang vecto dwéng chéo clia hinh hdp xuéat phat tir
dinh o

Tiém can dirng

Budng thang x = x, goi & tiém can ding cua do thi ham so
y = f(x) néu mét trong cac diéu kién sau duoc thoa man:
lim F(x) = +o0; lim £(x) =—o0; lim f(x)=

X=Xy X—»Xy, X—+Xp

—oo; |lim f(Xx) =+
X }xn

Tiém can ngang

Puong thang y = ¥, 9oi la tiém can ngang cua d6 thi ham sé
y = f{x) néu lim f(x)=y, hogc lim f(x) =y,

Tiém can xién

Pudng thang y =ax +b (a=0) goi la tiém can xién cla dé thi
ham sé y = f(x) néu
lim [f(x)-(ax + b)] =0 hoac lim [f(x)

X X

~(ax +b)]=0

Vecto don vi (cua truc)

Vecto ¢é hwéng trung véi hwdng cla truc va cé dd dai bang 1
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HUAN CHUONG HO CHI MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 12 - KET NOI TRI THUC V61 CUOC SONG

1. Ngii vin 12, tap mét
2. Ngii vén 12, tap hai

3. Chuyén dé hoc tap Ngi van 12

4.Todn 12, tap mot

5.Todn 12, tap hai

6. Chuyén dé hoc tap Todn 12
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